ANSATE 
NGINERI 


e date la 
Goncursul Știinţi ic Studenţesc “Traian Lalescu” 
epând cu anul 2002 


iţie actualizată în format electronic 


POLITEHNICA 
SP RE S S 


VLADIMIR BALAN MONICA PIÎRVAN 


Matematici Avansate pentru Ingineri 


Probleme date la Concursul Ştiinţific Studenţesc 
Traian Lalescu, Matematică * 2002-2019 


= Bucureşti 2019 = 


Referenţi ştiinţifici: 


Prof.univ.dr. Andrei Halanay 
Prof.univ.dr. | Vasile Iftode 


Cuprins 


Pretfăţă miee rima at ste dei se eae Paza sa a d i ata VE ral A a mania tr le Ioa ca 


Enunţuri anul I [Algebră liniară, geometrie analitică şi analiză matematică] 

Enunţuri - faza locală (universitară)... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2002-2003) . ........ a 
Faza locală - an I - profil mecanic (2003-2004)... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2004-2005)... 
Faza locală - an I - profilele electric şi mecanic(baraj) (2004-2005) 
Faza locală - an I - profil mecanic (2005-2006) . ............. 
Faza locală - an I - profil mecanic (2006-2007) ......... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2007-2008) .............. 
Faza locală - an I - profil electric (2008-2009) .............. 
Faza locală - an I - profil mecanic (2008-2009). ............. 
Faza locală - an I - profil electric (2009-2010) .............. 
Faza locală - an I - profil mecanic (2009-2010)... 
Faza locală - an I - profil electric (2010-2011) .... cc... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2010-2011)... 
Faza locală - an I - profil electric (2011-2012)... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2011-2012) . . cc... 
Faza locală - an I - profil electric (2012-2013)... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2012-2013)... 
Faza locală - an I - profil electric (2013-2014) ..... cc... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2013-2014)... 
Faza locală - an I - profil electric (2014-2015) ..... cc... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2014-2015)... 
Faza locală - an I - profil electric (2015-2016) ......... a 
Faza locală - an I - profil mecanic (2015-2016) .............. 
Faza locală - an I - profil electric (2016-2017) ....... cc... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2016-2017)... 
Faza locală - an I - profil electric (2017-2018) ...... cc... 
Faza locală - an I - profil mecanic (2017-2018)... 
Faza locală - an I - profil electric (2018-2019) .............. 
Faza locală - an I - profil mecanic (2018-2019) .............. 
Faza locală - an I - profil electric (2019-2020) ......... 

Enunţuri - faza interuniversitară e 
Faza interuniv. - an I - profil electric (2002-2003) ............ 
Faza interuniv. - an I - profil mecanic (2002-2003) ........... 


vii 


OA DD ODUPBPUYWUNRR= 


Faza, interuniv. 
Faza, interuniv. 
Faza, interuniv. 
Faza, interuniv. 
Faza, interuniv. 
Enunţuri - faza naţională anul I 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 
Faza naţională - an I - profil 


Enunţuri anul II [Matematici avansate] 
Enunţuri - faza, universitară (locală) 
Faza locală - an II - profil mecanic (2001-2002) 
Faza locală - an II - profil mecanic (2002-2003) 
Faza locală - an II - profil mecanic (2003-2004) 
Faza locală - an II - profil electric (2004-2005) 


- an I - profil mecanic (2003-2004) 
- an I - profil electric (2004-2005) 
- an I - profil mecanic (2004-2005) 
- an I - profil electric (2005-2006) 
- an I - profil mecanic (2005-2006) 


electric 
mecanic 


cercetare 


electric 
mecanic 


cercetare 


electric 
mecanic 
electric 
mecanic 
teoretic 
electric 
mecanic 
teoretic 
electric 
mecanic 
teoretic 
electric 
mecanic 
teoretic 
electric 
mecanic 
teoretic 
electric 
mecanic 
teoretic 
electric 
mecanic 
teoretic 
electric 
mecanic 
teoretic 
electric 
mecanic 


cercetare (2007-2008) 


2007-2008) 
2007-2008) 
(2008-2009) 
2008-2009) 
2008-2009) 
(2009-2010) 
2009-2010) 
2009-2010) 
2010-2011) 
2010-2011) 
2011-2012) 
2011-2012) 
2011-2012) 
2012-2013) 
2012-2013) 
2012-2013) 
2013-2014) 
2013-2014) 
2013-2014) 
2014-2015) 
2014-2015) 
2014-2015) 
2015-2016) 
2015-2016) 
2015-2016) 
2016-2017) 
2016-2017) 
2016-2017) 
2017-2018) 
2017-2018) 
2017-2018) 
2018-2019) 
2018-2019) 
2018-2019) 


iii 


Faza locală - an II - profil mecanic (2004-2005) ............. 63 


Faza locală - an II - profil electric (2005-2006) . ............. 64 
Faza locală - an II - profil mecanic (2005-2006) ............. 64 
Faza locală - an II - profil electric (2006-2007) .............. 65 
Faza locală - an II - profil mecanic (2006-2007) ............. 65 
Faza locală - an II - profilele electric şi mecanic (2007-2008) ...... 66 
Faza locală - an II - profil electric (2008-2009) . ............. 67 
Faza locală - an II - profil mecanic (2008-2009) ............. 67 
Faza locală - an II - profil electric (2009-2010) .............. 68 
Faza locală - an II - profil mecanic (2009-2010) ............. 68 
Faza locală - an II - profil electric (2010-2011)... 69 
Faza locală - an II - profil mecanic (2010-2011)... 69 
Faza locală - an II - profilele electric şi mecanic (2011-2012) ...... 70 
Faza locală - an II - profil electric (2012-2013) >.. oaa a 71 
Faza locală - an II - profil mecanic (2012-2013)... 71 
Faza locală - an II - profil electric (2013-2014)... 72 
Faza locală - an II - profil mecanic (2013-2014)... 72 
Faza locală - an II - profil electric (2014-2015) . . o ooa a 73 
Faza locală - an II - profil mecanic (2014-2015) . . aooaa aaa 73 
Faza locală - an II - profil electric (2015-2016) .............. 74 
Faza locală - an II - profil mecanic (2015-2016) ............. 74 
Faza locală - an I - profil electric matematici speciale (2016-2017) . . . 75 
Faza locală - an II - profil electric matematici speciale (2016-2017) . . 75 


Faza locală - an II - profil ne-electric matematici speciale (2016-2017) 76 
Faza locală - anii I şi II - profil electric matematici speciale (2017-2018) 76 
Faza locală - an II - profil ne-electric matematici speciale (2017-2018) TT 
Faza locală - anii I şi II - profil electric matematici speciale (2018-2019) 77 
Faza locală - an II - profil ne-electric matematici speciale (2018-2019) 78 
Faza locală - an II - profil ne-electric matematici speciale (2019-2020) 78 


Enunţuri - faza interuniversitară e 79 
Faza interuniv. - an II - profil electric (2002-2003) ........... 79 
Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2002-2003) ........... 81 
Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2003-2004) ........... 81 
Faza interuniv. - an II - profil electric (2004-2005) ........... 82 
Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2004-2005) ........... 82 
Faza interuniv. - an II - profil electric (2005-2006) ........... 83 
Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2005-2006) ........... 83 
Faza interuniv. - an II - profil electric (2006-2007) ........... 84 
Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2006-2007) ........... 84 

Enunţuri - faza națională anul II ce 84 
Faza naţională - an II - profilele electric şi mecanic (2007-2008) .. . . 84 
Faza naţională - an II - profil electric (2008-2009) ............ 85 
Faza naţională - an II - profil mecanic (2008-2009) ........... 86 
Faza naţională - an II - profilele electric şi mecanic (2009-2010) .. . . 87 
Faza naţională - an II - profilele electric şi mecanic (2010-2011) ... . 87 
Faza naţională - an II - profil inginerie (2011-2012) ........... 88 
Faza naţională - an II - profil inginerie (2012-2013) ........... 88 


Faza naţională - an II - profil inginerie (2013-2014) ........... 89 
Faza naţională - an II - profil inginerie (2014-2015) ........... 89 
Faza naţională - an II - profil inginerie (2015-2016) ........... 90 
Faza naţională - an I - profil matematici speciale (2016-2017) ..... 90 
Faza naţională - an II - profil inginerie (2016-2017) ........... 91 
Faza naţională - an I - profil matematici speciale (2017-2018) ..... 91 
Faza naţională - an II - profil inginerie (2017-2018) ........... 92 
Faza naţională - an I - profil matematici speciale (2018-2019) ..... 93 
Faza naţională - an II - profil inginerie (2018-2019) ........... 93 


Rezolvări anul I [Algebră liniară, geometrie analitică şi analiză matematică] 95 


Rezolvări - faza locală (universitară) ... ooo a 95 
Faza locală - an I - profil mecanic (2002-2003). ............. 95 
Faza locală - an I - profil mecanic (2003-2004)... 99 
Faza locală - an I - profil mecanic (2004-2005)... 103 
Faza locală - an I - profilele electric şi mecanic(baraj) (2004-2005) . . 109 
Faza locală - an I - profil mecanic (2005-2006) . ............. 113 
Faza locală - an I - profil mecanic (2006-2007) .............. 116 
Faza locală - an I - profil mecanic (2007-2008) .............. 118 
Faza locală - an I - profil electric (2008-2009) .............. 121 
Faza locală - an I - profil mecanic (2008-2009). ............. 123 
Faza locală - an I - profil electric (2009-2010) .............. 126 
Faza locală - an I - profil mecanic (2009-2010) ......... 130 
Faza locală - an I - profil electric (2010-2011) .... cc... 134 
Faza locală - an I - profil mecanic (2010-2011)... 136 
Faza locală - an I - profil electric (2011-2012)... 139 
Faza locală - an I - profil mecanic (2011-2012)... 143 
Faza locală - an I - profil electric (2012-2013)... 145 
Faza locală - an I - profil mecanic (2012-2013)... 146 
Faza locală - an I - profil electric (2013-2014) ..... cc... 149 
Faza locală - an I - profil mecanic (2013-2014)... 152 
Faza locală - an I - profil electric (2014-2015) ..... cc... 155 
Faza locală - an I - profil mecanic (2014-2015)... 156 
Faza locală - an I - profil electric (2015-2016) .............. 156 
Faza locală - an I - profil mecanic (2015-2016) .............. 158 

Rezolvări - faza interuniversitară > o <e ceo serer oa eaa 158 
Faza interuniv. - an I - profil electric (2002-2003) ............ 158 
Faza interuniv. - an I - profil mecanic (2002-2003) ........... 161 
Faza interuniv. - an I - profil mecanic (2003-2004) ........... 167 
Faza interuniv. - an I - profil electric (2004-2005) ............ 172 
Faza interuniv. - an I - profil mecanic (2004-2005) ........... 175 
Faza interuniv. - an I - profil electric (2005-2006) ............ 179 
Faza interuniv. - an I - profil mecanic (2005-2006) ........... 182 

Rezolvări - faza naţională ... ce 185 
Faza naţională - an I - profil cercetare (2007-2008) ........... 185 
Faza naţională - an I - profil electric (2007-2008) ............ 188 


Faza naţională - an I - profil mecanic (2007-2008) ............ 190 


Faza naţională - an I - profil electric (2008-2009) ............ 
Faza naţională - an I - profil mecanic (2008-2009) ............ 
Faza naţională - an I - profil electric (2009-2010) ............ 
Faza naţională - an I - profil mecanic (2009-2010) ............ 
Faza naţională - an I - profil electric (2010-2011)... 
Faza naţională - an I - profil mecanic (2010-2011) ............ 
Faza naţională - an I - profil electric (2011-2012)... 
Faza naţională - an I - profil mecanic (2011-2012) ............ 
Faza naţională - an I - profil teoretic (2012-2013) ............ 
Faza naţională - an I - profil electric (2012-2013)... 
Faza naţională - an I - profil mecanic (2012-2013)... 
Faza naţională - an I - profil teoretic (2013-2014) ............ 
Faza naţională - an I - profil electric (2013-2014)... 
Faza naţională - an I - profil mecanic (2013-2014) ............ 


Rezolvări anul II [Matematici avansate] .................- 


Rezolvări - faza locală (universitară) ... ooo a 


Faza locală - an II - profil mecanic (2001-2002) ........ 
Faza locală - an II - profil mecanic (2002-2003) ....... 
Faza locală - an II - profil mecanic (2003-2004) ........ aaa 
Faza locală - an II - profil electric (2004-2005) .............. 
Faza locală - an II - profil mecanic (2004-2005) ............. 
Faza locală - an II - profil electric (2005-2006) . ............. 
Faza locală - an II - profil mecanic (2005-2006) ............. 
Faza locală - an II - profil electric (2006-2007). ............. 
Faza locală - an II - profil mecanic (2006-2007) ............. 
Faza locală - an II - profilele mecanic şi electric (2007-2008) ...... 
Faza locală - an II - profil electric (2008-2009) . ............. 
Faza locală - an II - profil mecanic (2008-2009) ............. 
Faza locală - an II - profil electric (2009-2010) .............. 
Faza locală - an II - profil mecanic (2009-2010) ............. 
Faza locală - an II - profil electric (2010-2011)... 
Faza locală - an II - profil mecanic (2010-2011)... 
Faza locală - an II - profilele electric şi mecanic (2011-2012) ...... 
Faza locală - an II - profil electric (2012-2013)... 
Faza locală - an II - profil mecanic (2012-2013)... 
Faza locală - an II - profil electric (2013-2014)... 
Faza locală - an II - profil mecanic (2013-2014)... 
Faza locală - an II - profil mecanic (2019-2020) ............. 
Rezolvări - faza interuniversitară .. e 
Faza interuniv. - an II - profil electric (2002-2003) ........... 
Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2002-2003) ........... 
Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2003-2004) ........... 
Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2004-2005) ........... 
Faza interuniv. - an II - profil electric (2005-2006) ........... 
Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2005-2006) ........... 
Faza interuniv. - an II - profil electric (2006-2007) ........... 


vi 


Faza interuniv. - an II - profil mecanic (2006-2007) ........... 
Rezolvări - faza naţională . e 
Faza naţională - an II - profilele electric şi mecanic (2007-2008) ..... 
Faza naţională - an II - profil electric (2008-2009) ............ 
Faza naţională - an II - profil mecanic (2008-2009) ........... 
Faza naţională - an II - profilele electric şi mecanic (2009-2010) ..... 
Faza naţională - an II - profilele electric şi mecanic (2010-2011) .... 
Faza naţională - an II - profilele electric şi mecanic (2011-2012) .... 
Faza naţională - an II - profil inginerie (2012-2013) ........... 
Faza naţională - an II - profil inginerie (2013-2014) ........... 


Prefaţă 


Memento: Matematicianul Traian Lalescu 


Reputatul matematician român Traian Lalescu, 
personalitate marcantă a ştiinţei româneşti (12 iulie 1882 
- 15 iunie 1929), a fost unul dintre fondatorii teoriei ecua- 
ţiilor integrale şi a publicat în 1910 monografia de excepţie 
” Introducere în teoria ecuaţiilor integrale”, primul tratat 
din lume de acest tip, devenit clasic în literatura de spe- 
cialitate. În lucrările sale ştiinţifice, Traian Lalescu a adus 
contribuţii esenţiale în diverse ramuri ale matematicii, cum 
ar fi: ecuaţiile funcţionale, seriile trigonometrice, fizica, 
matematică, geometria, mecanica, algebra, istoria mate- 
maticii. 


Ca student al Facultăţii de Ştiinţe - Matematică din Bucuresti, Traian Lalescu 
i-a avut ca profesori pe renumiţii matematicieni Gheorghe 'Ţiţeica, Anton Davidoglu, 
Spiru Haret, Nicolae Coculescu şi Emil Pangrati. Mai târziu, aflat cu bursă de studii 
în Franţa, îşi ia doctoratul la Sorbona în 1908, cu exceptionala sa teză ” Sur Vequation 
de Volterra” asupra ecuaţiilor integrale, iar apoi îşi diversifică studiile, obţinând şi 
diploma de inginer de la Şcoala Superioară de Electricitate din Paris. 

Reîntors în ţară, Traian Lalescu a devenit conferenţiar şi apoi profesor la Uni- 
versitatea din Bucureşti, iar din 1920 a organizat şi condus Şcoala Politehnică din 
Timişoara, devenind apoi primul rector al acestei instituţii. 


Traian Lalescu a scris lucrari de valoare în domeniul ecuaţiilor integrale şi al seri- 
ilor trigonometrice, a ţinut cursuri şi conferinte prin care a facut cunoscute Teoria 
relativităţii şi Calculul 'Tensorial - preocupări foarte noi pe atunci, şi a ţinut cur- 
suri de Teoria electromagnetismului. În 1921, sub îndrumarea sa, a apărut primul 
număr al cunoscutei Reviste matematice din Timişoara, în anul 1924 a scris manualul 
” Calculul algebric”, iar între 1920 si 1927 a scris cele patru volume intitulate ” Tratat 
de geometrie analitică”. 


Traian Lalescu a fost întemeietorul Institutului Politehnic ” Traian Vuia” din Timi- 
şoara, profesor universitar, deputat de Caransebeş şi Membru al Academiei Romane. 


Privitor la alte preocupări care conturează profilul de excepţie al personalităţii 
sale, este binecunoscut faptul că Traian Lalescu desena frumos, cânta la violoncel 
şi traducea din limba italiană; era bun prieten cu pictorii Nicolae Tonitza, Gheorghe 
Zamfiropol-Dall şi sculptorul Cornel Medrea, şi a avut o înrâurire puternică în evoluţia 
marelui pictor Corneliu Baba. De asemenea, Traian Lalescu a fost primul preşedinte 
al Clubului Universitar Bucureşti (astăzi Sportul Studentesc), proaspăt înfiinţat în 
februarie 1916, susţinând mai apoi (după 1920) proaspăt înfiinţata Societatea Sportivă 
Politehnica din Timişoara. 
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Academicianul Gr.C. Moisil - părintele informaticii româneşti, îl considera pe 
Traian Lalescu unul din cei mai de seamă matematicieni pe care i-a avut ţara noastră, 
unul din făuritorii şcolii matematice din Romania. Alte aprecieri notabile ale perso- 
nalităţilor vremii asupra lui Traian Lalescu: "inteligenţa foarte vie a lui Lalescu îi 
îngăduia, să atingă imediat miezul unei probleme; de aceea textele lui au acea spon- 
taneitate care le face deosebit de atrăgătoare” (Emile Picard); ”un adevărat ani- 
mator care ştia să pună în evidenţă valoarea părţilor cele mai interesante ale ştiinţei 
matematice, care atrăgea, cu farmecul şi căldura expunerii sale pe studenţi” 
(Gheorghe 'Ţiţeica); ” Lalescu a cutreierat multe domenii ale matematicii..., a simţit 
nevoia de a se face util în educaţia matematică şcolară, universitară şi politehnică, de 
a-i valorifica, şi continua pe cei care au pus bazele învăţământului românesc” (Solomon 
Marcus). 

Astăzi, cinci licee din România (în Brăneşti, Bucureşti, Hunedoara, Orşova şi 
Reşita), precum şi şase străzi (în Craiova, Drobeta-Turnu Severin, Oradea, Timişoara, 
Reşiţa şi Crevedia) se mândresc să poarte numele lui Traian Lalescu. 

Familia matematicianului a înfiinţat fundaţia omonimă, care promovează proiecte 
educaţionale, stimulând potenţialul ştiintific si creativ al tinerilor în diverse domenii 
de activitate prin acordare de burse şi premii, prin iniţierea şi sprijinirea concursurilor 
şi a altor competiţii culturale şi ştiintifice, prin susţinerea de cursuri, training-uri şi 
stagii de formare. 


Drept omagiu adus marelui matematician Traian Lalescu, există - începând cu 
anul 1985, concursul interjudetean anual de matematică pentru elevii de gimnaziu şi 
liceu din judeţele Arad, Caraş-Severin, Hunedoara şi Timiş. În mediul universitar, 
există în prezent un concurs de matematică în Bucureşti (extins în ultimii ani la 
nivel naţional) şi un concurs de mecanică teoretică (acoperind trei judeţe din Banat), 
ambele concursuri purtând numele ” Traian Lalescu”, şi fiind adresate studenţilor din 
anii I-II. 

Numele omului de ştiinţă Traian Lalescu se alătură personalităţilor importante 
ale României care au contribuit în mod esenţial la dezvoltarea şcolii naţionale de 
matematică şi a cercetării. 


Concursul studenţesc de matematică ” Traian Lalescu” 


Concursul Studenţesc de matematică "Traian Lalescu” are loc anual în 
Universitatea Politehnica din Bucureşti, începand cu 1996. Dorit iniţial ca o reluare 
a fostei Olimpiade Studențești - întreruptă în 1989, acest concurs a primit după anul 
2000 o nouă formă, urmărind nu atât verificarea noţiunilor matematice abstracte, ci 
aprofundarea noţiunilor din programa obligatorie de matematică aplicată în tehnică, 
accentul punându-se mai în special pe dezvoltarea logicii şi a structurilor algoritmice. 

Până în 2007, concursul s-a desfăşurat independent, fiecare centru universitar 
organizând etapa sa locală, cu excepţia centrului universitar Bucuresti, unde au 
existat două etape: una locală şi una, interuniversitară (organizată între trei univer- 
sităţi tehnice: Univ. Politehnica, Univ. Tehnică de Construcţii şi Academia Tehnică 
Militară). În anul 2007, echipa calificată în urma concursului interuniversitar a par- 
ticipat în Cipru la concursul international SEEMOUS, de unde s-a întors cu premii 
- eveniment notabil care a atras atenţia asupra acestui concurs. Drept urmare, în 
2008 s-a organizat pentru prima dată faza naţionala a concursului ” Traian Lalescu” în 
Bucureşti, unde studenţii calificaţi la faza locală din Universitatea Politehnica, 
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Bucureşti au luat multiple premii, 8 dintre aceştia fiind selectați pentru lotul care a 
participat la concursul internațional studențesc de la Atena, aducând tării 2 medalii 
de aur, 4 de argint şi 3 de bronz. 

În Universitatea Politehnica Bucureşti, ediția 2008 a concursului 
” Traian Lalescu”, a avut patru secțiuni: 


e Anul I, profil electric - unde participă studenții anului intâi de la facultățile: 
Automatică şi Calculatoare, ETTI (Electronică şi Telecomunicaţii şi Tehnologia 
Informaţiei), Energetică, Inginerie Electrică, FILS (Inginerie în Limbi Străine - 
grupele de calculatoare şi de telecomunicaţii), FSA (Ştiinţe Aplicate); 

e Anul II, profil electric - unde sunt în competiţie studenţii anului II de la aceleaşi 
facultăti cu profil electric menţionate mai sus; 

e Anul I, profil mecanic - unde participă studenţii anului întâi de la facultăţile: 
Transporturi, FIS (Inginerie Aerospaţială), IMST (Ingineria şi Managementul 
Sistemelor Tehnologice), ISB (Ingineria Sistemelor Biotehnice), SIM (Ştiinţa si 
Ingineria Materialelor), FIMM (Inginerie mecanică şi Mectronică), FILS 
(Inginerie în Limbi Străine - grupele cu profil mecanic); 

e Anul II, profil mecanic - unde sunt în competitie studenţii anului II de la aceleasi 
facultăţi cu profil mecanic menţionate mai sus. 


Concursul Naţional de Matematică ” Traian Lalescu”. 


Concursul Naţional de Matematică ” Traian Lalescu” este o iniţiativă promovată 
în anul 2008 de un grup de cadre didactice din Universitatea Politehnica din Bucureşti 
condus de Prof.Dr. Andrei Halanay. Acest concurs îşi propune următoarele obiective: 

1. Promovarea calităţii în predarea matematicii şi stimularea studenţilor pentru abor- 
darea aprofundată a acestei discipline; 

2. Încurajarea tinerilor cu aptitudini pentru cercetarea matematică şi evidenţierea uni- 
versităţilor care depun eforturi pentru antrenarea studenţilor în cercetarea ştiinţifică 
din domeniul matematicii; 

3. Cultivarea excelenţei în studiul matematicii la nivel universitar şi reluarea unei tradiţii 

din anii 1970-1990; 

Oferă un criteriu pentru clasificarea universităţilor din România; 

Stabilirea unui criteriu de selectie pentru echipele care reprezintă România la con- 
cursurile internaţionale pentru studenţi (de exemplu Concursul de Matematică Sud- 
Est European, organizat anual de MASEE (Mathematical Society of South Eastern 
Europe) în Cipru sau Olimpiada Internaţională de Matematică pentru Studenţi). 


gt 


In prezent secţiunile concursului naţional sunt: 


e Secţiunea A - anul I si II, Facultăţi de Matematică. 

e Secţiunea B - anul I, profil electric, Facultăţi Tehnice/Facultatea de Informatică. 
e Secţiunea C - anul I, profil neelectric, Facultăţi Tehnice. 

e Secţiunea D - anul I şi II, profil electric, Facultăţi Tehnice. 

e Secţiunea E - anul II, profil neelectric, Facultăţi Tehnice. 


În ultimii ani, Concursului ” Traian Lalescu” a fost găzduită de următoarele instituţii 
de învăţământ superior: Universitatea Politehnica din Bucureşti (2008, 2009 şi 2018), 
Universitatea ” Gheorghe Asachi” din Iaşi (2010), Universitatea Maritimă din Constanţa 
(2011, 2012 şi 2017), Universitatea ”1 Decembrie 1918” din Alba-Iulia (2013), Univer- 
sitatea de Vest din Timişoara (2014), Universitatea ” Transilvania” din Braşov (2015) 
şi Universitatea ” Lucian Blaga” din Sibiu (2016). 


Programele analitice ale celor cinci secţiuni sunt următoarele: 


Programa secţiunii A. 


a) STRUCTURI ALGEBRICE. Legi de compoziţie. Monoizi. Grupuri. Ordinul unui 
element într-un grup. Teorema lui Lagrange. Subgrup normal, grup factor, teorema funda- 
mentală de izomorfism pentru grupuri. Grupuri ciclice. Grupuri de permutări. Inele, ideale, 
inel factor, teorema fundamentală de izomorfism pentru inele. Inele de matrice. Corpuri, 
caracteristica unui corp. Corpul fracţiilor unui domeniu de integritate. 

b) POLINOA ME. Inele de polinoame într-un număr finit de nedeterminate peste un inel 
comutativ. Funcţii polinomiale. Rădăcini ale polinoamelor. Teorema lui Bezout. Relaţiile 
lui Viete. Polinoame simetrice. Teorema fundamentală a polinoamelor simetrice, formulele 
lui Newton. 

c) ALGEBRĂ LINIARĂ. Spaţii vectoriale. Subspaţii vectoriale. (In )dependenţă liniara, 
bază, dimensiune. Aplicaţii liniare, nucleu, imagine. Matrice, rang, determinanţi, sisteme 
de ecuaţii liniare. Vectori şi valori proprii. Teorie Jordan. Forme biliniare şi forme pătratice. 
Spaţii vectoriale euclidiene, baze ortogonale şi ortonormate, aplicaţii ortogonale. 

d) ANALIZĂ MATEMATICĂ. Şiruri şi serii de numere complexe. Şiruri şi serii de 
funcţii, serii de puteri. Convergenţă uniformă. Topologie generală: compacitate, conexiune, 
spaţii metrice, spaţii normate. Continuitate în R, continuitate uniformă. Teorema de aprox- 
imare a lui Weierstrass. Calcul diferenţial în R. 'Teoremele clasice ale calculului diferenţial. 
Integrala Riemann-Stieltjes. 'Teoremele clasice ale calculului integral. Criteriul lui Lebesgue 
de integrabilitate Riemann. Integrale improprii, integrale cu parametru. Funcţiile Gama şi 
Beta. Formula lui Stirling. Serii Fourier. "Teorema de aproximare a lui Weierstrass, varianta 
trigonometrică. 

e) GEOMETRIE. Geometrie afină. Spaţii afine. Repere afine şi carteziene. Ecuațiile 
varietăţilor liniare. Aplicaţii afine. Grupul afin. Translaţii, omotetii, simetrii. Conice şi 
cuadrice în spaţii afine. Clasificarea afină a hipercuadricelor. Geometrie euclidiană. Spaţii 
euclidiene. Varietaţi liniare perpendiculare. Izometrii. Conice şi cuadrice în spaţii euclidiene. 
Clasificarea metrică a hipercuadricelor. Geometrie proiectivă. Spaţii proiective, subspaţii 
proiective, morfisme proiective. Teorema fundamentală a geometriei proiective. Clasificarea 
proiectivă, a hipercuadricelor. 


Programa secţiunii B. 


a) ANALIZĂ MATEMATICĂ. 

1.  Mulţimi de numere. Mulțimea numerelor reale şi elemente de topologie. Puncte 
de acumulare şi puncte aderente. Vecinataţi. Dreapta încheiată. Submulţimi numărabile 
şi de puterea continuului. Submulţimi dense. Inegalitaţi remarcabile. 2. Şiruri şi serii 
de numere. Şiruri de numere. Şiruri definite prin recurenţe. Serii de numere. Criterii de 
convergenţa pentru serii cu termeni pozitivi şi oarecare. 3. Funcţii continue. Limite de 
funcţii de una sau mai multe variabile. Puncte limit.a. Funcţii elementare. Proprietatea 
Darboux. Continuitate uniform.a. Funcţii continue pe mulţimi compacte. 4. Şiruri şi serii 
de funcţii. Convergenţa punctuală şi uniformă. Transmiterea proprietaţilor de continuitate, 
derivabilitate şi integrabilitate la limita şirului sau suma seriei. Serii de puteri. Dezvoltarea 
funcţiilor elementare în serii de puteri. Serii Fourier. Inegalitatea lui Bessel, formula lui 
Parseval. 5. Calcul diferenţial pentru funcții de una şi de mai multe variabile. Teoreme 
asupra funcţiilor derivabile pe intervale: Fermat, Darboux, Cauchy, Lagrange. Formula lui 
Taylor pentru funcţii de o variabilă reală cu restul Lagrange. Derivate parţiale. Derivata 
după direcţie. Derivarea funcţiilor compuse. Diferenţiala funcţiilor de una şi mai multe 
variabile. Formula lui Taylor pentru funcţii de mai multe variabile. Extreme de funcţii. 6. 
Calcul integral. Integrala Riemann. Integrale improprii şi criterii de convergenţă. Integrale 
cu parametru. Continuitatea, derivabilitatea şi integrabilitatea integralei cu parametru. 
Funcţiile Beta şi Gama ale lui Euler. 


xi 


b) ALGEBRĂ. 

1. Matrice şi determinanţi. Determinanţi. 'Transformări elementare. Matrice simetrice, 
antisimetrice, ortogonale. Calcul cu matrice de blocuri. Sisteme de ecuaţii liniare. 2. Spaţii 
vectoriale. Subspaţii liniare. Subspaţiul generat. Operații cu subspaţii. Bază şi dimensi- 
une. Matricea schimbarii de baze. 3. Aplicaţii liniare. Nucleu şi imagine. Matricele unei 
aplicaţii liniare. Valori proprii şi vectori proprii pentru endomorfisme şi forma diagonală. 
Forma, canonica Jordan (fără algoritmul de calcul). Polinom caracteristic; teorema Cayley- 
Hamilton. Forme liniare, biliniare şi pătratice. Forma canonica a unei forme pătratice. 4. 
Spaţii euclidiene şi normate. Produs scalar. Norma indusă. Distanţa euclidiană. Ortog- 
onalizare Gram-Schmidt. Determinanţi Gram. Distanţa de la un vector la un subspaţiu. 
Complementul ortogonal al unui subspaţiu. Operatori ortogonali. Metoda transformărilor 
ortogonale pentru forma canonică a unei forme pătratice. Spaţii normate. Norme matriceale, 
serii de puteri ale unei matrice. 

c) GEOMETRIE. 

1. Geometrie vectorială. Spaţiul vectorial al vectorilor liberi. Vectori de poziţie. Produse 
cu vectori: scalar, vectorial, mixt. Ecuaţii vectoriale pentru dreaptă, plan, cerc, sferă. 2. 
Geometrie analitică. Coordonate în plan şi spaţiu. Dreapta în spaţiu. Planul în spaţiu. 
Perpendiculara comună a doua drepte. Conice şi cuadrice pe ecuaţii reduse. Reducerea la 
forma canonică a conicelor şi cuadricelor. 


Programa secţiunii C. 


a) ANALIZĂ MATEMATICĂ. 

1. Mulţimi de numere. Mulțimea numerelor reale şi elemente de topologie. Inegalităţi 
remarcabile. 2. Şiruri şi serii de numere. Şiruri de numere. Şiruri definite prin recurenţe. 
Serii de numere. Criterii de convergenţă pentru serii cu termeni pozitivi şi oarecare. 3. 
Funcţii continue. Limite de funcţii de una sau mai multe variabile. Puncte limită. Funcţii 
elementare. Proprietatea Darboux. Continuitate uniformă. Funcţii continue pe mulţimi 
compacte. 4. Şiruri şi serii de funcţii. Convergenţa punctuală şi uniformă. Transmiterea 
proprietăţilor de continuitate, derivabilitate şi integrabilitate la limita şirului sau suma seriei. 
Serii de puteri. Dezvoltarea funcţiilor elementare în serii de puteri. 5. Calcul diferențial pen- 
tru funcţii de una şi de mai multe variabile. Teoreme asupra funcţiilor derivabile pe intervale: 
Fermat, Darboux, Cauchy, Lagrange. Formula lui Taylor pentru funcţii de o variabilă reală 
cu restul Lagrange. Derivate parţiale. Derivata dupa direcţie. Derivarea funcţiilor compuse. 
Diferenţiala funcţiilor de una şi mai multe variabile. Formula lui Taylor pentru funcţii de 
mai multe variabile. Extreme de funcţii. 6. Calcul integral. Integrala Riemann. Integrale 
improprii şi criterii de convergenţă. Integrale cu parametru. Continuitatea, derivabilitatea 
şi integrabilitatea integralei cu parametru. Funcţiile Beta şi Gama ale lui Euler. 

b) ALGEBRĂ. 

1. Matrice şi determinanţi. Determinanţi. Matrice simetrice, antisimetrice, ortogonale. 
Sisteme de ecuaţii liniare. 2. Spaţii vectoriale. Subspaţii liniare. Subspaţiul generat. 
Operații cu subspaţii. Bază şi dimensiune. Matricea schimbarii de baze. 3. Aplicaţii liniare. 
Nucleu şi imagine. Matricele unei aplicaţii liniare. Valori proprii şi vectori proprii pentru 
endomorfisme şi forma diagonală. Polinom caracteristic; teorema Cayley-Hamilton. Forme 
liniare, biliniare şi pătratice. Forma canonică a unei forme pătratice. 4. Spaţii euclidiene 
şi normate. Produs scalar. Norma indusă. Distanţa euclidiană. Ortogonalizare Gram- 
Schmidt. Complementul ortogonal al unui subspaţiu. Metoda transformarilor ortogonale 
pentru forma canonică a unei forme patratice. Spaţii normate. 

c) GEOMETRIE. 

1. Geometrie vectorială. Spaţiul vectorial al vectorilor liberi. Vectori de poziţie. Produse 
cu vectori: scalar, vectorial, mixt. Ecuaţii vectoriale pentru dreaptă, plan, cerc, sferă. 2. 
Geometrie analitica. Coordonate în plan şi spaţiu. Dreapta în spaţiu. Planul în spaţiu. 
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Perpendiculara comună a doua drepte. Conice şi cuadrice. Reducerea la forma canonică a 
conicelor şi cuadricelor. 


Programa secţiunii D. 

MATEMATICI SPECIALE 1. Funcții complexe. Funcţii olomorfe. Condiţiile Cauchy- 
Riemann. Serii Taylor. Serii Laurent. Funcţii elementare. Formula integrală a lui Cauchy. 
Teoremele reziduurilor şi semireziduurilor. Aplicaţii la calculul unor clase de integrale reale. 
2.  Transformate integrale. Serii Fourier. Inegalitatea lui Bessel, formula lui Parseval. 
Transformata Fourier. Aplicaţii. Transformata Laplace. Aplicaţii. 


Programa secţiunii E. 

MATEMATICI SPECIALE. 1. Funcţii compleze. Funcţii olomorfe. Condiţiile Cauchy- 
Riemann. Serii Taylor. Serii Laurent. Funcţii elementare. Formula integrala a lui Cauchy. 
Teoremele reziduurilor şi semireziduurilor. Aplicaţii la calculul unor clase de integrale reale. 
2.  Transformate integrale. Serii Fourier. Inegalitatea lui Bessel, formula lui Parseval. 
Transformata Fourier. Aplicaţii. Transformata Laplace. Aplicaţii. 


Culegerea de probleme 


Materialul inclus în această culegere conţine enunţuri şi rezolvări ale problemelor 
care s-au dat la concursul studenţesc de matematică ” Traian Lalescu” la fazele locală, 
interuniversitară şi naţională din anii 2002-2018. 

Majoritatea covărşitoare a soluţiilor sunt realizate de autorii volumului, cu excepţii 
minore - aici avându-se în vedere în special rezolvările sau baremele problemelor date 
la secţiunea cercetare, sau idei sugerate de colegi, cărora autorii le sunt recunoscători. 


Soluţiile propuse de autori pot servi nemijlocit în cadrul activităţii studenţilor 
din anii I-II ai Universităţii ” Politehnica” Bucureşti, la o bună asimilare a cursurilor 
cu profil matematic. Subliniem că, în timp, programa aferentă anilor de studii I-II 
a suferit modificări substanţiale. Prin urmare subiectele din anii 2002-2008 conţin 
rezolvări bazate pe noţiuni care nu se mai regăsesc în noile planuri de învăţământ. 
Totuşi, încurajăm studenţii să abordeze şi aceste probleme, ale căror rezolvări conţin 
deseori tehnici complementare deosebit de utile. Mulţumim în avans celor care doresc 
să contribuie la îmbunătăţirea volumului prin observaţii, adăugiri, sau prin com- 
pletarea enunţurilor care nu au putut fi procurate. 


Adresăm pe această cale mulţumiri Doamnei Smaranda Lalescu - preşedintele 
Fundaţiei Traian Lalescu - pentru susţinerea constantă oferită de-a lungul timpului 
şi pentru iniţiativele care au dus la creşterea calităţii şi prestigiului de care se bucură 
Concursul Traian Lalescu şi implicit la creşterea rolului edițiilor anterioare ale culegerii 
de probleme la o bună buna pregătire a participanţilor la ediţiile concursului. 

Totodată, mulţumim pentru îndrumări, materiale şi idei de soluţii profesorilor 
Andrei Halanay, Vasile Pop, Cristian Ghiu, Laura Matei, Dana Mihaela Petroşanu, 
Alexandru Negrescu, Mircea Olteanu, Marcel Roman, Octav Olteanu, Dumitru Opriş, 
Valeriu Prepeliţă, Ligia Brânzănescu, Marinică Gavrilă, Constantin Drăguşin, Radu 
Urseanu, Adriana Balan şi Antonela Toma. 


Autorii 29.08.2019 


Enunţuri - anul I 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul I, profil mecanic, 2002-2003 


mele w0 
I. Fie f : R? —> R definită prin f(x,y) = 
0, a =0. 
a) Studiaţi continuitatea lui f în punctele (0,y), y E R. 
b) Studiaţi diferenţiabilitatea Fréchet a lui f in (0,0). 
c) Calculaţi derivatele parţiale ale lui f şi studiaţi continuitatea acestora. 
d) Fie g(x,y, z) = f(1, Vx? +y? + 22), (x,y,z) # (0,0,0). 
Să se calculeze produsul scalar (( grad g)(z, y, z), T} cu 7 = (x,y,z). 


oo n 
IX 
II. Se consideră seria de puteri > ——— unde zv este real şi a, p E R. 
& nnn)? 


a) Să se calculeze raza de convergență a seriei. 

b) Să se precizeze mulțimea de convergenţă a seriei pentru 8 = 0 (discuţie după 
a ER). 

c) Să se precizeze mulțimea de convergență a seriei pentru œ = 1 (discuție după 


BER). 


d) Determinaţi forma functiei f(x) = 5 2 şi precizați domeniul maxim de 
n 
definitie. 


— cost sint 0 
III. Se consideră matricea A = sint cost 1 |, ,aER,tER. 
0 1 a 
Fie T endomorfismul lui R a cărui matrice în baza canonică este A. 


a) Să se găseasca a astfel încât Ker T # {0}. 

b) Pentru t = 7 şi a gasit la punctul a), să se determine Ker T şi Im T. 

c) Pentru a = 1 şi t = 3 să se determine valorile proprii ale lui A. 

d) Să se studieze pentru ce valori a şi t, A este diagonalizabilă. 

e) Folosind eventual teorema Cayley-Hamilton să se calculeze, pentru a = 1 şi 


p= z matricea (A + I3)? (A — I3)? + A. 


IV. Fie D € R? o mulţime deschisă, (a,b,c) C D, f : D — R o funcţie de clasă 
C! cu 


of 


2i (a,b,c) Æ 0, > 


f(a,b,c) = 0, gr (bc) Æ 0, 


of 


dy (a,b,c) Æ 0. 


2 Enunţuri - anul I 


Fie z = pi(y,2), y = po(,2), z = p3(x, y) funcţiile definite prin aplicarea, teoremei 
funcţiilor implicite lui f relativ la (a,b,c). Să se arate că 


dpi opz p3 
ea no = (a,b) = 1. 


b) Fie F : R? — R, F(x,a,b) = x” +agv +b. Verificaţi aplicabilitatea teoremei 
functiilor implicite pentru F relativ la punctul (1, 1,—2) şi deduceţi că x = (a,b). 


o o 
c) Calculaţi SE şi = entru p definit la b). 
d) Verificaţi că F(x,1,—2) = 0 are o unică rădăcină reală şi precizaţi valoarea 


acesteia. 


e) Folosind diferenţiala a I-a calculaţi aproximativ o rădăcină a ecuaţiei 
z7 + 0.99z — 2.03 = 0. 


Notă. Timp de lucru 3 ore. La stabilirea punctajului final vor fi considerate cele 
mai bune 3 note din cele 4 acordate. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2003-2004 


I. Fie f:R2—R, f(x,y) = arctg (x + y). 


a) Scrieţi formula Taylor cu rest de ordin 2 pentru f şi demonstraţi că are loc 
inegalitatea 
|f(£,y) = y| < z? + y’, V(x, y) e R?. 


b) Dezvoltaţi în serie Taylor centrată în x = 0 funcţia 


glz) = | [fŒ 0) + 22460)] dt. 
0 ox 
Precizaţi mulțimea punctelor de convergenţă din R. 
c) Estimaţi numărul de termeni necesari pentru calculul valorii aproximative cu 


două zecimale exacte pentru integrala je g(x)dx folosind seria, de la punctul b). 


II. Fie funcţia z(x,y) definită implicit prin 


r? +W + 22 — 40 +22+1=0, z#-—1. (1) 


a) Demonstraţi că —3 < z(x,y) < 1. 
b) Aduceţi cuadrica (1) la forma canonică; precizaţi tipul acesteia. 


c) Determinaţi punctele în care se pot duce plane tangente la cuadrică, paralele 
cu planul 
+ 2y—z=0. 


III. Fie fy € CI(R),k = 1,4, unde f4(t) = 1,vt e R. Fie curba 
a(t) = (fit), falt), fab)),teR. 


Faza locală profil mecanic 2004-2005 3 


a) i) Dacă f4 € L({ fı, f2, f3}), atunci a este conținută într-un plan ce nu trece 
prin origine. Reciproca este adevărată ? 


ii) Dacă (fu, f2, f3} este o familie liniar dependentă şi f4 € L({ fı, f2, f3)), atunci 
a este o porţiune de dreaptă. 

b) Calculati lungimea, arcului de curbă a între punctele P(2, 1, 3) şi Q(4,4, 8). 

c) Să se arate că există un vector nenul â = (l,m, n) care formează unghi constant 
cu &' (t). 


IV. Fie f : O([0,27]) — C([0, 27]), 


If(p)](a) = i "H + sin(x — t)]: p(t)dt, x € [0, 27]. 


a) Demonstrati că imaginea lui f este un subspaţiu finit dimensional şi să se 
găsească o bază a sa. 
b) Aflati Ker f. 


c) Să se determine valorile proprii şi vectorii proprii pentru f. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2004-2005 


arctg (22 + 92) 
I. Fie f:R2—R, f(x,y) = r? +y ” (24) 7 (0,0) 
1, (x,y) = (0,0). 
Să se calculeze 21 (0, 0), 3t (0, 0). 
b) Să se studieze diferenţiabilitatea Fréchet a lui f în (0,0). 
Să se studieze continuitatea derivatelor parţiale ale lui f în (0,0). 


| T arctg t? | | e 5 
d) Fie g(x) = ~p t. Folosind seria Taylor a funcției arctg x^ pe (—1, 1), 
0 


să se determine seria Taylor a lui g centrată în 0 şi mulţimea de convergenţă a acesteia 
din R. 

e) Să se estimeze numărul de termeni necesari calculării lui g(1) cu 3 zecimale 
exacte. 

II. Fie f(x,y,z) = x” +y” +z” — 3zy + 2? — 2z, n € N. 


a) Determinaţi n minim astfel încât funcţia f să admită un unic punct de extrem 
local în domeniul K = {(x, y, z)|£? + y? + 22 < 4}, specificând acest punct şi natura 
sa. 


b) Pentru n = 4 determinati punctele staţionare ale funcţiei z(x,y) obţinută prin 
aplicarea teoremei funcțiilor implicite relativ la punctul (0, 0, 1). 


c) Studiaţi natura punctelor staționare obţinute anterior. 


1 
III. Fie A = zB + B*), unde B € M, (R), iar B! este transpusa matricei B. 


4 Enunţuri - anul I 


a) Notăm cu T endomorfismul lui R” a cărui matrice în raport cu baza canonică 
a lui R” este A şi cu Q funcţia Q : R” — R definită prin Q(x) = Xt. A. X, pentru 
X = (z1,...,£n)f e R”. Să se arate că toate valorile proprii ale lui T sunt reale şi că 
Q(x) > 0 dacă şi numai dacă toate aceste valori proprii sunt pozitive. 


A : i 5 3—5 
In continuare vom considera B = ( L 8 1 ); 


b) Să se găsească o bază a lui R? formată din vectori proprii ai lui T şi o matrice 
C astfel încât 0-1. A. C să fie diagonală. 

c) Să se găsească o bază ortonormată a lui R astfel încât matricea lui T să fie 
diagonală şi o matrice ortogonală S$ astfel încât !S. A. S să fie diagonală. 

d) Să se găsească forma canonică a ecuaţiei cuadricei X : Xt. A- X +41- X—22 = 0, 
unde A, = (10,4, —8) şi să se precizeze tipul cuadricei. 

IV. Fie f : R? — R5, f(x1,£2,%£3) = (xı cos + x3 sin — 1, £2 + 1, —zxı sin 0 + 
za cos0 — 1)!, 0 € (0,3) 


a) Să se arate că ||f(2)—f(y)]l2 = ||x—yll2, Yz, y e RS, unde ||æ||2 = yx? + 23 + ză. 
b) Să se găsească R € M3(R) şi C e R? astfel încât 


f(a) = Rz +C, z = (x1, 22,73) € RE. 
c) Să se afle valorile proprii şi vectorii proprii corespunzători pentru R. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profilele electric şi mecanic(baraj), 2004-2005 


6 2 -3 0 

; 2 9 5 1 

I. Fie A = _3 5 13 2 
0 1 2 20 


a) Puteti găsi, fără a calcula polinomul caracteristic, o majorare pentru cea mai 
mare valoare proprie ? 

b) Operatorul liniar T asociat matricei A în baza canonică este autoadjunct ? 
(Justificare). 


c) Operatorul liniar T este pozitiv definit ? (Justificare). 


II. a) Determinaţi polinomul caracteristic şi subspațiile proprii pentru operatorul 


0 1 0 ... 0 

0 0 E sa 0 
liniar T care are în baza canonică matricea A = zes 

0 0 0 1 

a1 a2 (3 ... An 


b) Cum arată această matrice dacă se ştie că operatorul liniar T are valorile proprii 
AMA = l, à= 4? 


5 In(1 + z?y?) 


= dz. 


TII. Scrieţi formula prin care se calculează F” (y) dacă F (y) = j 
a—y 
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2 222 
IV. Determinaţi elementele triedrului Frenet pentru curba C : d a 0 
z+y+z=0 
în punctul A(1,1,—2). 


x?” 


T 
.——. Exprimaţi prin funcţii cunoscute A S(t) dt. 
2n +2 1 


V. Fie seria S(x) = 2 5y 
n=l 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul I, profil mecanic, 2005-2006 


e7 1/(2°+y°) 


I. Fie f : R? > R, f(x,y) = T2 Fy” x,y) 7 (0,0) 
0, (x,y) = (0,0). 
a) Studiaţi continuitatea funcției f în (0,0). 
9 o 
b) Calculaţi °T 0,0), SL (0,0). 
c) Calculati 2, ar şi studiaţi continuitatea lor în (0,0). Studiaţi diferențiabilitatea 


funcţiei f în (0,0). 

d) Folosind dezvoltarea Taylor în jurul lui 0 a lui e7, calculaţi sub forma unei serii 
e1/2? 
dz 


OO 
de puteri integrala J 3 
1 T 


II. a) Dezvoltaţi în serie Taylor în jurul lui O functia f(x) = arctg (x). 
(= 
2n +1 


b) Calculaţi suma 5 
n=0 


c) Determinaţi extremele locale pentru f : R? —> R, f(x,y) = cosz + y? — 2y +5. 


1 
III. Fie matricea A € M3(R), ea = | 1 | un vector propriu corespunzător valorii 
1 
1 1 
proprii A, = 3, iar e2 = | 0 ,e3= | —l vectori proprii pentru A2 = A3 = 0. 
1 0 


a) Arătaţi că det A = 0. 

b) Arătaţi că A este diagonalizabilă. 

c) Arătaţi că A = 342. 

V. Fie punctele A(1,1,1), B(—1,—2,—1), C(u,v,l+uw),u,veR. 
a) Calculati AB x AC. 

b) Calculati aria triunghiului AOB. 

c) Demonstraţi că C descrie o cuadrică şi precizati tipul acesteia. 


d) Câte puncte C există astfel încât A, B, C să fie coliniare ? 


— 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2006-2007 


2 
2 an [IL : 
I. Fie f : R? >R, f(z,y) = 9 (=) ,y #0; 
0 y=0. 
a) Să se calculeze derivatele parţiale ale lui f în (a,0), a € R. 
b) Să se studieze diferenţiabilitatea Fréchet în (a,0), a € R. 
c) Să se studieze continuitatea derivatelor parţiale ale lui f în (a,0), a E€ R. 


II. a) Să se afle extremele funcţiei f : (0,7) x (0,7) x (0,7) > R, 


f(x,y,z) = sinz + siny + sinz — sin(x + y + 2). 


00 l a ee, 
TEE 
b) Să se calculeze suma 5 SE 
COS = : COS —— 
n=l n nl 
III. a) Fie M = (1,1,1), N = (1,2,2), P = (2,3,2), Q = (3,2,1). Să se determine 
MN, MP si MQ şi să se calculeze volumul tetraedului MN PQ. 
b) Fie suprafaţa X de ecuaţie y+ 22 — 1 = 0. Să se scrie ecuaţia planului tangent 
la £ in M = (—1,3, 1) şi să se studieze ce plane intersectate cu X formează hiperbole. 


a) Să se studieze pentru ce valori ale lui a € R, A este diagonalizabilă. 


b) Pentru a = 1 să se afle matricele C' de trecere la bazele ortonormate orientate 
pozitiv formate din vectori proprii. 


c) Să se arate că matricele C de la punctul b) sunt ortogonale şi să se afle unghiul 


cos  —sin 
0 € [0,27] pentru care C = feat scai) } 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2007-2008 


I. a) Să se dezvolte în serie de puteri, în jurul originii, funcția 


f :[-1,1] > R, f(x) = arcsin z; 


5-...(2n-1) 1 
4-6... (2n)  2n+1' 


1-3- 
b) Să ă iei 
) Să se deducă suma seriei 5 = 
n>1 
II. Fie P C R? planul de ecuaţie z + 2y + 22 = 0 şi aplicaţia f : R? — R3 care 
asociază fiecărui punct M, punctul M’ = proiecția ortogonală a lui M pe planul P. 
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a) Să se arate că f este liniară şi să se determine nucleul şi imaginea lui f; 
b) Să se arate că f este diagonalizabilă; 


c) Generalizare. 
III. Se consideră funcţia p: R— R, y(x) = {x} (partea fracţionară a lui x). 


n 
a) Să se arate că p este periodică şi să se calculeze /, = | p(x) cos 27nx dz. 
0 


b) Fie fa = X` aa 
k=l 


periodice, uniform convergent pe R. 


„x € R. Să se arate că (fn,n > 1) este un şir de funcţii 


c) Să se arate că funcţia f = lim fn este continuă pe R\Q. 
n—> oo 


IV. Fie A, B € M3(R) astfel încât AB = BA, A2007 = 13 şi B2008 = J}, 
a) Să se determine valorile proprii comune ale matricilor A, B. 


b) Să se arate că polinoamele P = X2007 — 1, Q = (X + 1)2%8 — 1 sunt relativ 
prime. 


c) Presupunem că există un vector coloană nenul xz € R* astfel încât 
(A+ B+ I3)-z = 0; să se arate că (A + I3)” -x = (—1)” - B” - x, pentru orice 
n> 1. 


d) Folosind eventual b), c) să se arate că matricea A + B + I; este inversabilă. 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2008-2009 


I. Fie A € M,„(R) o matrice al cărei polinom caracteristic nu admite nicio rădăcină 
reală. Demonstraţi că matricea A este inversabilă şi că polinomul caracteristic al 
matricei A”! nu admite rădăcini reale. 


1 2 2 
II. Fie matricea A= |2 1 2 
2 2 1 


a) Să se determine o matrice T € M3 (R), astfel încât T-LAT să fie diagonală. 
b) Să se determine o matrice C € M3(R), astfel încât 0209 = A. 
1 
III. Fie girul a = 1, an41 = —— an, n > 1. Considerăm seria 5 mmz g 
n+1 n 
n>1 

zeR. 

a) Să se găsească domeniul de convergenţă al seriei. 

b) Să se calculeze $'(0), unde S este suma seriei. 

IV. a) Să se dezvolte în serie de puteri funcţia f(x) = arcsin(z), determinând 
domeniul de convergenţă. 
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12-32... (2n — 1)? 


b) Să se calculeze suma seriei 5 22n (2n + 1)! 


n>1 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2008-2009 


I. Fie (an)n un şir de numere reale cu lim an = 0, an Æ 0 ,Vn € N*. 
n— oo 


[e.e] oO 
a) Arătaţi că seriile 5 |an — sin an| şi DD lan|? au aceeaşi natură (sunt simultan 
n=l n=l 


convergente sau divergente). 


OO (e e] 
y g TERS 3 ? a ; 
b) Să se arate că dacă seria J jan|” este convergentă atunci seriile > an Şi 
n=l n=l 
OO 
> sin an au aceeaşi natură. 
n=l 


c) Studiaţi convergenţa simplă şi convergenţa absolută a seriei 
= n 
SE ia sin (| ——— ȘI 
2! ) (==) 
Ty 
Z3 L2? (x,y) 7 (0,0) 
II. Fie f : R? >R, f(£,y) = x+y 
0, (x,y) = (0,0) 
şi y: R—>R?, yt)=(1-t,1+t). 
a) Să se studieze continuitatea lui f în (0,0). 
b) Să se studieze variaţia functiei g : R > R, g(t) = f((t)). 


c) Să se determine h : R —> R, astfel încât f(x,y) = h (2). pentru orice y Æ 0. 


III. Fie E = (e. = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1)} c R? şi T : R? —> R° un 

endomorfism pentru care T (e2) = (2,2, —2), si al cărui nucleu este 
Ker T = (A+ u, à à- u) |à un ER} 
a) Este zero valoare proprie pentru T? Dacă da, determinaţi vectorii proprii 

corespunzători. 

b) Să se arate că vectorii v = e1 + e2 + ez şi w = ea — e3 aparţin lui Ker T. 

c) Să se exprime vectorii T (e1), T (e2) şi T (e3) în funcţie de vectorii bazei E. 

d) Să se determine matricea lui T în baza E şi să se găsească subspaţiile proprii 
ale lui T. 


IV. Fie S spaţiul vectorial real al şirurilor de numere reale. Fie 


5 1 >22 1 1 
n = zn — an n Z , = eri , = : 
era 6 6 ! i 2” n>l ” 3” n>l 


L = (te), ES 
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a) Să se arate că L este subspaţiu al lui S. 

b) Să se arate că u şi v aparţin lui L. 

c) Dacă (2), € L, z1 = 1, z2 = 0 să se arate că există a, 8 € R, astfel încât 
1 


1 
n = pp) > 1. 
z az t Pan Yn 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2009-2010 


I. Fie {i,j,k} o bază ortonormată în spaţiul V3. 


a) Dacă vectorii a,b,c € V satisfac inegalitatea ||al|? + bl? + lel? < 1, atunci 
vectorii i +a, j +b, k +c € Vs alcătuiesc o bază în V3. 


b) Dacă vectorii a,b,c € V3 satisfac inegalitatea 
3 : 5 
cos(a, i) + cos(b, j) + cos(c, k) > > 
atunci familia {a,b,c} este o bază în V3. 
II. Fie A,B e M,„(C) astfel încât A are toate valorile proprii distincte. Să se 
arate că: AB = BA dacă şi numai dacă există un polinom P € C|X] astfel încât 


B = P(A). 


III. Determinaţi raza de convergenţă R, a seriei X anx”, x E€ R, în următoarele 


n>l 
cazuri: 
a) an este numărul divizorilor lui n (n > 1); 
1 
b) an z. ze “dr,n> 1; 
0 
1 1 - ; ; soia ii 
c)an=1+ 3 +.::+—,n > 1. In acest ultim caz calculaţi suma seriei 5 ûnt”; 
a n>l 
ştiind că 
(e e] (e e] 00 n 
A A i 
Dn: dun > Dati Wn =X Vka 
n=0 n=0 n=0 k=0 


[e e] 
S-a notat J Yn suma seriei > Üi 
n=0 n>0 


1 T 
IV. Fie fala) = 5 f palet dt, æ € R, n EN. 
n! Jo 


a) Deduceti o relaţie de recurenţă între fn şi fn-1- 


1 
b) Calculaţi im | În(a) dz. 
n— oo 0 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2009-2010 


oO 


; ; na rad 
I. a) Discutaţi convergenta seriei J sin“ —, unde a este un parametru real. 
=l r 
[e e] 


y ; MER z : ze și 
b) Să se afle mulţimea de convergenţă din R a seriei de puteri J z” sin —. 
n 
n=l 


II. a) Fie f : R — R de clasă C°? şi g : R? > R, g(x,y) = f(x? + y2). Calculaţi 
2 2 
z + o în funcţie de derivatele lui f. 
b) Studiaţi derivabilitatea funcției dată prin h(x, y) = (22 + y?) sin my pentru 


In (1 + z? 
TII. a) Să se calculeze lim aaa) 
z—0 HE 
90 ett 
b) Arătaţi că ln(1 + t) = yn” şi indicaţi un rezultat din care rezultă 
er n+1 


convergenţa uniformă pe [0,1]; 
c) Dezvoltaţi în serie de puteri centrată în 0 funcţia f(x) = sai pentru |z| < 1. 


1 In(1 + 22 
d) Calculaţi integrala I A 


0 T 


dz. 


IV. Fie A o matrice 3 x 3 cu elementele reale, astfel ca AÌ = A. 
a) Arătaţi că singurele valori proprii sunt —1, 1 sau 0. 
b) Arătaţi că o astfel de matrice poate fi totdeauna diagonalizată. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2010-2011 


I. Fie A, B e M>(R). Definim [A, B] = AB — BA. 

a) Dacă tr(A) = tr( A?) = 0, atunci A? = Os (unde tr(A) este urma matricei A). 

b) Dacă [A, B] = A, atunci A? = O2. 

c) Dacă [A, B]A = AJA, B], atunci [A, B]? = O2. 

II. a) Să se determine triunghiul de arie maximă de perimetru 2p. 

b) Un punct critic pentru o functie f : R” — R de clasă C! este un punct în care 
se anulează toate derivatele parţiale de ordinul întâi. 

i) Fie f : R —> R de clasă O! care are un unic punct critic xo. Dacă xo este punct 
de extrem local, atunci este şi punct de extrem global pentru f. 
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ii) Fie g : R? — R de clasă C! care are un unic punct critic (£o, yo) care 
este şi punct de extrem local. Rezultă că (£o, yo) este punct de extrem global? 
(A se considera, de exemplu, funcţia g(x, y) = e5? + y? — 3e®y). 


III. Fie E un spaţiu vectorial cu dimensiunea 2n, n € N*. 
a) Dacă f : E — E este o aplicaţie liniară, atunci afirmaţiile următoare sunt 
echivalente: 


i) Ker (f) = Im (f). 
ii) f? = 0, f 70, dim( Im (f)) =n. 


b) Construiţi o aplicaţie liniară cu proprietăţile de mai sus. 


IV. a) Să se arate că seria de puteri pentru funcţia Taz este 


— (2n — 1) 2n 
a a-i H e 
b) Deduceţi că 


1:3:...-(2n—1) g2mri 
34 (n) 2n +1 


arcsin £ = £ + 3 


şi studiati convergenta uniformă, pe intervalul [0, 1]. 
c) Arătaţi că 


1 gnti 2.4....:(2n) 
ae TI... n-1) Dome Li 
demonstrând că integrarea termen cu termen este permisă. 
d) Arătaţi că 


| arcsing y ip aeia 
—— dr = -> e P 
o Vi- 37 52 


demonstrând că integrarea termen cu termen este permisă. 


e) Să se deducă relaţia, 


= Í 
D 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2010-2011 


[e e] 
a) Să se dezvolte în serie de puteri 5 anx” funcţiile I 
n=0 


1 
şi In precizând 
— a |—z 


mulţimea. de convergenţă. 
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b) Să se descrie seriile de puteri pentru In z4 — 2 — $ şi pentru 
1 2 n 
EF l-a Zi, NN 
c) Să se calculeze 5 (È id) 
n=l Nk=l 
d) Să se calculeze 3 In : T a Z 
ee | l-z 2 m 
2 2 
l1— e7 
DD d , 0, 0 
II. Fie f : R? >R, f(x,y) = pay d (uz 4040) 
1, (x,y) = (0,0). 


a) Să se calculeze derivatele parţiale ale lui f în (0,0). 


b) Să se studieze derivabilitatea (diferenţiabilitatea) Fréchet a funcţiei f în (0,0). 
c) Să se scrie dezvoltarea Taylor în jurul lui 0 a funcției g : R > R, 


E- 
Le „ 170 
iş z =0. 


III. Fie D C R? domeniul închis mărginit; de axele Oz, Oy şi de dreapta de ecuaţie 
z+y+3=0. Fie f: D >R, f(x,y) = z? +y? — ry +r +y+4. 


a) 
b) 
c) Să se studieze existența punctelor de extrem pentru f pe frontiera lui D. 


IV. Fie T : R? > R?, T (71) = ( r1+2r2 i 


2£1 +4£2 


Sà se determine parametric frontiera lui D. 


Să se studieze existența punctelor de extrem pentru f în interiorul lui D. 


a) Să se găsească Ker T şi Im T (nucleul şi imaginea lui T) şi să se calculeze 
dimensiunile lor indicând o bază pentru fiecare. 


b) Să se scrie matricea A ataşată lui T în baza Bı = {(0, 1), (1,0)}. 


c) Să se arate că Bz = { (1, 2), (2,—1)} este o bază a lui R? şi să se scrie matricea 
de trecere de la B, la Bə. 


d) Să se scrie matricea lui T în raport cu Bo. 


e) Să se calculeze valorile proprii corespunzători pentru A. Este A diagonalizabilă? 


f) Să se găsească o formulă pentru A” şi să se calculeze (A” (3), (2 )), folosind 
produsul scalar din Rĉ. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2011-2012 


gr! 


(n + 1)(1 + z?”) 


I. Se considerà seria X 


n>1 


„zeR. 
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a) Să se determine toate valorile lui x pentru care seria este convergentă. 


b) Să se arate că Vy € (0,1), seria este uniform convergentă pe [0, y]. 
1 1 
c) Dacă f este suma seriei, arătaţi că există | f(x)dx şi calculati f f(x)dz. 
0 0 


II. a) Fie a € R şi ọ : (0,00) — R o functie derivabilă, astfel încât zp' (x) = ap(x), 
Yz > 0. Definim functia y : (0,00) — R, y(x) = x™"g(x), Yx > 0. Calculaţi y’ şi 
deduceţi că există o constantă c € R, astfel încât y(x) = cxf, Vx > 0. 

b) Fie mulţimea V (a) = {f : R > R | f functie derivabilă , x f'(x) = af (x),Vx € 
R} (a € R). Definim două operatii: 

e pentru orice f,g € V (a), f+g:R >R, (f +g)(x£) = f(x) + g(x), Vx € R; 

e pentru orice f € V (a) şi orice a € R, a - f : R > R, (a - f)(x) = af (x), Yx € R. 


i) Să se arate că V (a), cu aceste două operaţii, este un spațiu vectorial real. 
ii) Arătaţi că dacă a € R\{0, 1}, atunci pentru orice f € V(a), avem f(0) = 
f'(0) =0. 


iii) Să se determine dimensiunile spaţiilor V (2), V (1), V (4). 


3 
III. a) Să se determine toate matricele B € M2(R)\ { c- I | ce R} care comută 
cu matricea A = i Ă l Să se arate că B este diagonalizabilă şi că are aceleaşi 


vectori proprii ca şi A. 
b) Aplicația liniară f : R” — R” satisface relaţia Ker (f) Im (f) = R”. Arătaţi 
că f este suma a două automorfisme pe spaţiul R”. 


IV. În R? se consideră dreptele 
di: 2—y=0, rt+y—-2z=0şid2: x—z=0, r+y+z2=\, AER. 


a) Să se discute după parametrul A poziția relativă a celor două drepte. 


b) Pentru A = 1 să se afle ecuaţiile dreptei care se aprijină pe dreptele dı şi d2, şi 
este perpendiculară pe dı şi pe do. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul I, profil mecanic, 2011-2012 


1/2 


I. a) Să se calculeze lim 21? şi lim z 
NO E dee) 


il: 
i A 2 maty h t ri 0, 0 
b Fie pete =R, aa) =] (2 +y?) pentru (x,y) # (0,0) 
0, pentru (x,y) = (0,0). 
i) Calculati 3£(0, 0) şi $£ (0,0). 
ii) Studiaţi derivabilitatea Fréchet a functiei f în (0,0). 
iii) Studiaţi continuitatea derivatelor parţiale ale lui f în (0,0). 


II. a) Să se dezvolte funcţia f(x) = In(1 +x?) în serie 5 ang”. 


n=0 
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b) Să se afle mulţimea de convergenţă a acestei serii şi să se studieze convergenţa, 
uniformă a acesteia. 


KI r = 1 
c) Folosind rezultatul — = —, să se calculeze e 
> n 6 2 (2n + 1)? 
1 In(1 + 2) 


d) Să se calculeze | dx folosind seria, de la punctul a). 


[9] IX 
III. Fie f:R2—R, f(x,y) = (£? + y? jet. 
a) Să se determine extremele locale ale lui f. 
b) Să se determine maximul lui f în mulţimea ((z,y) | £ > 0,y > 0}. 
2 2 
+y 


c) Să se arate că < e?tY-2 pentru orice z > 0, y > 0. 


IV. Fie mulţimea U = (3) la,Be R} C M3,(R) şi matricea 


4 60 
A= (= -5 r) € M(R). 


-3 —6 1 
a) Să se arate că U este un subspatiu vectorial al lui Ms (R). Să se găsească o bază 
a lui U şi să se precizeze dimensiunea lui U. 

b) Să se calculeze valorile proprii şi vectorii proprii ai lui A. 


c) Să se arate că U este unul dintre subspatiile proprii ale lui A 
(adică U = {X € Mau(R) | AX = AX}, unde A este o valoare proprie a lui A). 


d) Să se arate că A este diagonalizabilă şi să se diagonalizeze. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2012-2013 


I. Fie A € Ma (R). 

a) Arătaţi că det(A? + In) > 0. 

b) Dacă A3 = On, arătaţi că matricea B = LA? + A + In este inversabilă şi 
calculaţi B-1. 


II. Să se determine toate transformările liniare T : R? — R? cu proprietatea, 
Im (T) = Ker (T). Studiaţi aceeaşi problemă pentru T : R? = R5. 


1 £ 
III. Fie f„(2) = a l pnr, et dt, rER,neN. 
n! J æ 


a) Găsiţi relația de recurenţă între fn şi fn-1- 


b) Calculaţi lim fn(a), Yx E R. 


1 
c) Calculati im f fn(x)dz. 
n— oo 0 
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27y 
TV ie iata fiul) A papii (210) 7 (000) 


0, (x,y) = (0,0). 
a) Studiaţi continuitatea funcţiei, existenţa derivatelor parţiale şi diferenţiabilita- 


tea în origine. 


z 4 pNNZEHI 
b) Calculati integrala J„ = I (7 (cin z cos =) dt, k e N. 
0 


1 
c) Studiaţi convergența punctuală şi cea uniformă pentru şirul gn (£) = I fin), 
n 
pentru x € R,n È> 1. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2012-2013 


O să 
x y Y . U ai AR y 

I. a) Să se găsească mulțimea de convergență din R a seriei X 2. 
n 


n=l 
b) Să se determine f(x) = 5 a , precizând mulțimea acelor x € R pentru 
n=1 
care f este definită. 
c) Să se calculeze lim f'(x). 
x—>0 
II. Fie f : R? — R definită astfel: 
x2sin £, x#0 
f(z, y) = 
0, z =0 


a) Să se calculeze 21 (O, y); SE(0, y). 
b) Să se studieze derivabilitatea Fréchet în (0, y). 
c) Să se studieze continuitatea derivatelor parţiale ale lui f în (0,0) şi în (0, y), 


y #0. 


III. Fie D triunghiul închis mărginit de Oz, Oy şi de dreapta xt +y = m. 
Fie f: D >R, 
f(z, y) = cos z + cosy — cos(x + y). 
a) Să se descrie parametric frontiera lui D. 


b) Să se găsească punctele staţionare ale lui f din D (D este închis !) şi să se 
studieze dacă printre ele se află puncte de extrem local ale lui f. 
c) Să se calculeze maximul şi minimul lui f pe D. 


IV. Se consideră familiile de vectori: 
F= {u1 = (2,0, 1,3), u2 = (0, 1,3, 2), us = (1,3, 2,0), u4 = (3,2,0,0)} = Rf 
B = (ea = (1, 0, 0,0), C= (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, l, 0), e4 = (0, 0,0, 1)) Cc Rt. 


16 Enunţuri - anul I 
Notăm us = ua. Fie T : R4 — R4 operatorul liniar care satisface condiţiile 
T(uk) = up, Vk € {1,2,3,4}. 


a) Construiţi matricea A a operatorului T relativ la baza B. 


b) Arătaţi că F este bază în R4 şi aflaţi matricea lui T relativ la F. 
c) Aflaţi valorile proprii ale matricei A şi determinati vectorii proprii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2013-2014 


0 2 —l 
I. Fie A=| -2 0 2 şi I = Í}. 
1 —2 0 


1. Verificaţi că: 

a) A+ I este nesingulară; 

b) (T — A)(I + A) 1 = (I + ANU A); 

c) matricea Q = (I — A)(I + A) este ortogonală (adică Qt = Q-1). 

2. Determinaţi toate valorile proprii reale ale matricei Q, împreună cu vectorii 
proprii corespunzători. 

3. Demonstraţi proprietăţile a), b), c) de la punctul 1 în cazul în care A este o 
matrice antisimetrică (At = —A), 3 x 3 oarecare. 

II. a) Să se dezvolte funcţia f(x) = arcsin x în serie de puteri în jurul lui 0. 


b) Să se calculeze suma seriei 


1-3-5-... (2n-1) 1 
1 . ; 
De 2-4-6... n) 20 Fl 


III. Fie funcţiile f € C2(R) şi v(x,y) = f(#). Presupunem că funcţia f este 
armonică. 


a) Arătaţi că 


2 2 
r +y P (£) +257 (£) =0. 
zi T z3 T 


b) Să se afle funcţia f (se poate folosi substituţia t = #). 
2 1 0 
IV. Se consideră forma pătratică q(x) = zt Az, unde A= | 1 2 1 |, unde 
0 1 2 
este un vector coloană nenul din R3. 


a) Determinaţi transformarea ortogonală x = Qy prin care forma pătratică este 
redusă la forma canonică. 
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b) Determinaţi valorile extreme ale funcţiei g : R3\{(0,0,0}} > R, g(x) = a Az 
şi vectorii în care se ating aceste valori. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2013-2014 


1 1 1 
I. Fie matricea A= | 1 1 1 

1 1 1 
a) Să se calculeze A”, n > 2. 

casă An 
y tA — 

b) Să se calculeze e“ = 5 nl 

n=0 


c) Să se calculeze (Ax, Ax), cu x = (x1, £2, £3)t € R3, unde ( , } este produsul 
scalar canonic pe R3. 


d) Să se calculeze || A|| = sup{ (Az, Ax)? | |jæll2 = vx? + 3 +23 = 1}. 

e) Să se indice punctele de pe sfera unitate în care ||A|| este atinsă. 

II. Fie ecuaţia z4 — z4 — yt = 0. 

a) Să se găsească punctele în care se poate aplica teorema funcțiilor implicite 
pentru a obţine funcţia z = z(x,y). 


b) Să se arate că funcţia f astfel obţinută verifică relaţia r3 + v3 =h 


c) Să se scrie polinomul Taylor de grad 2 al functiei z de la punctul a), relativ la 
punctul (1,0). 


D (—1)% pp 2 i 
> T 
III. Fie functia f : R? >R, f(x,y) =} f (2k)! 25 
0, pi 
a) Să se calculeze suma seriei care defineşte funcţia f. 
o 9 
b) Să se calculeze 910,0) şi 100.0). 


c) Să se studieze derivabilitatea (diferenţiabilitatea) Fréchet a funcţiei f în (0,0). 


a) Să se calculeze A?, A3, A4. 


b) Pentru v = (0,0,0,1) € R* să se arate că vectorii v, Av, A?v, A% sunt liniar 
independenti. 


0 
IV. Fie matricea A = { 
0 


lelelel i 
CORO 
Onoga 


c) Fie V un spaţiu vectorial real cu dim V > 2 şi T : V — V o aplicaţie liniară 
cu proprietăţile T?” = 0 şi TPT! Æ 0 pentru un p € {2,3,...,dim V}. Să se arate 
că dacă v € V este un vector pentru care TP-lv Æ 0, atunci familia de vectori 
{v, Tv, T2y,...,TP-1w) este liniar independentă. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2014-2015 


I. Considerăm şirul (an)nen*, CU an = (sin(sin... (sin 1)...)). 


n de sin 
a) Scrieţi polinomul Taylor de ordin 3, centrat în origine, pentru funcţia f(x) = 
sin 7. 
b) Calculaţi lim naŽ. 
n— o0 
(e e] 
c) Studiaţi convergenţa, seriei 5 a3. 
n=l 


II. a) Dacă x € (0, 1], arătaţi că 


za r” ln” a 
-r _ —q1\r 
pt =1+ 5 ) -E 
n=l 
b) Demonstraţi că 
1 oo 
I x7” dg = 5 n`” 
0 n=l 


1 


=> 
= 
=> 

DEO i 


-1 1 
TII. Considerăm matricea A = ( Tr 
a) Determinati matricea T € M3(R) astfel încât T-LAT să fie diagonală. 
b) Determinaţi matricea C € M3(R) astfel încât 02015 = A. 


c) Fie B = {e1,e2,e3} baza canonică a lui RÌ. Determinati o bază ortonormată 
Bı = (fu, f2, fa) a lui R3, astfel încât aceasta să fie formată din vectori proprii ai 
matricei A care satisfac conditiile (f1, e1) > 0, (f2,e2) = 0 şi (f3,e3) < 0 (produsul 
scalar considerat este cel euclidian). 

IV. a) Fie A,D e Ma (R), AD = DA şi D = diag(à1, À2,.--, An), cu A; Æ Aj, 
pentru i Æ j. Arătaţi că A este o matrice diagonală. 

b) Fie X,Y € Mn (R) două matrice simetrice, cel puţin una având valorile proprii 
diferite între ele. Arătaţi echivalenţa următoarelor afirmaţii: 

i) XY =YX; 

ii) există o matrice ortogonală Z astfel încât Z-LXZ şi Z-Y Z sunt amândouă 
matrice diagonale. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2014-2015 


o0 g2n+2 
I. Fie f: D >R, f(x,y) =l 123 Y 


0, y=0. 
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a) Să se calculeze suma seriei care defineşte pe f şi să se precizeze domeniul de 
convergenţă. 
b) Să se studieze derivabilitatea (diferenţiabilitatea) Fréchet a lui f în (0,0). 


c) Să se studieze continuitatea. derivatelor parţiale ale lui f în (0,0). 
II. Fie ecuaţia £? + y?” + z? — ysin = 1 
a) Arătaţi că, relativ la (1,0, 1), teorema funcţiilor implicite permite definirea unei 
funcţii z = z(x,y). 
: 9 : 9 
b) Calculati 5% (0,1) si 5% (0, 1). 
c) Arătaţi că z verifică egalitatea 


l1—a(z+y) 
x2 + y? 
a) Discutaţi existenţa punctelor staționare ale funcţiei f (punctele în care df (x, y) = 
0). 
b) Determinaţi natura punctelor de extrem local ale lui f, atunci când acestea 
există. 


III. Fie f : R?\{(0,0)} > R, f(x,y) = 


„QER. 


IV. Fie A, B € Mn (R) (unde M, (R) este mulţimea matricelor pătrate de ordinul 
n) şi fie S(A, B) = {M e Mn (R) | AM = MB). 

a) Arătaţi că S(A, B) formează subspatiu vectorial în M,(R). 

b) Pentru A = (23) şi B = (94), determinaţi o bază în S(A, B). 


-1 0 0 
c) Determinaţi S(A, B) pentru A = (439) şi B = ( o 21 o). 
003 0 04 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2015-2016 


I. Considerăm şirul (Un)n>1, CU un = fă (te t)"dt, pentru orice număr natural 


nenul n. 
OO 


a) Studiaţi convergenţa seriei (Dum. 
n=l 
X u 
. . ._. n 
b) Studiaţi convergenţa seriei 5 za’ unde a € R. 


n=l 
II. Fie A, Be M3(R) astfel încât AB = BA, A2015 = J; şi B2016 = J}. 
a) Să se determine valorile proprii comune matricelor A şi B. 


b) Presupunem că există un vector coloană nenul z € R? astfel încât (A + B + 
13) = 0. Să se arate că, pentru orice n > 1, avem (A + 13)" = (—1)" Ba. 
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(e e] 
III. Fie 1 multimea tuturor numerelor reale x pentru care seria X(n n): x” este 
n=l 
convergentă. Notăm cu f(x) suma acestei serii. 
a) Să se determine T. 
b) Considerăm şirul (an)n>1, dat de a = —1 şi a, = —ln (1 — 1) — +, pentru 


oO 


n > 2. Să se determine domeniul de definiţie a functiei g(x) = 5 E 
n=l 


c) Să se găsească o relaţie între funcţiile f şi g. 
d) Să se calculeze g(1) şi g(—1). 


IV. Fie g : (a,b) — R o funcţie de clasă C*(a,b) cu derivata g'(x) Z 0, pentru 
orice x € (a,b). Să se determine valorile proprii şi vectorii proprii pentru operatorul 


„go 00 _ Fæ) 

T : C” (a,b) > C™ (a,b), cu T(f)(£) = a 
g'(x) 

V. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n şi f : V —> V o aplicaţie liniară. 
Arătaţi că următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

a) Im f = Im f°; 

b) Ker f = Ker f?; 

c) V = m fO Kerf. 


„pentru orice z € (a,b). 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva, la alegere, 4 subiecte din cele 5. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2015-2016 


Q, 2n—1 
I. a) Să se găsească domeniul D din R? pentru care seria DD a este 
£ 
n=0 


convergentă şi să se calculeze suma sa pe domeniul respectiv. 


b) Să se studieze derivabilitatea (diferențiabilitatea) Fréchet în (0,0) a funcţiei 


f:R? >R, 
2 


fly) = Fi (x,y) # (0,0) 


0, (x,y) = (0,0). 

c) Să se studieze continuitatea în (0,0) a derivatelor partiale de ordinul întâi ale 
functiei f de la punctul b). 
24y? 
z2 


II. Fie ecuația ln (= ) + arctg Y =o. 
z 


a) Să se verifice ipotezele teoremei funcţiilor implicite relativ la punctul (1,0, 1) şi 
să se deducă existenţa unei funcţii z = z(x,y). 


oz „Oz 
b) Să se calculeze (0) şi gy PO 
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Oz 
n~ 
III. Fie multimea D = {(x,y) € R? | x? +4? < 1, y > 0} şi funcţia f : D > R, 
f(z, y) = £? +y? — ty- z. 
a) Să se afle punctele de extrem local din D ale funcției f. 


d 5 i de i ae tuia dă „02 
c) Să se arate că funcţia z astfel obţinută verifică relaţia, Toz +y A 
z 


b) Să se descrie parametric frontiera mulţimii D. 


c) Să se calculeze maximul şi minimul funcţiei f pe mulţimea D. 


IV. Fie matricea T = (95: —sint) € Mox2(R), t E R. 


sint cost 
a) Să se calculeze TT* şi (T + iT)(T — iT)*, unde cu A* am notat matricea At, 
oricare ar fi A E€ M2(C). 


b) Să se determine t € [0,27) pentru care matricea T + iT are valori proprii reale. 


c) Pentru ce valori ale lui t € [0, 27), matricea T este diagonalizabilă în M2(R)? 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2016-2017 


I. Fie (an)nen un şir crescător de numere reale mai mari decât 1, cu lim an = oo. 
N— OO 


Pentru a > 0, să se arate că: 


= 
a) seria, 5 gie este convergentă dacă şi numai dacă seria 
n>0 g 
S (> (=1)” ) 
Zaza ro) 


este convergentă; 


—1)n 
b) seria 5 ap este convergentă dacă şi numai dacă, seria 5 ar este 
n>0 d, n>0 n 


convergentă. 


II. Fie a,b doi vectori necoliniari din spaţiul V3. Se consideră aplicaţia liniară 
P: V3 => Vs, plo)=iwabr+ivb)a, Ww € V3. 


a) Determinaţi matricea asociată lui p în raport cu baza B = {a,b,a x b}. 

b) Determinaţi o bază Bı a lui V3, astfel încât matricea asociată lui y în raport cu 
baza Bı să fie diagonală. Care este matricea de trecere de la baza B la baza B1? 
(S-a notat cu V; spatiul vectorilor liberi. Pentru u,v € V3, s-a notat cu (u,v) produsul 
scalar al vectorilor u,v, şi cu u x v produsul vectorial al vectorilor u,v). 


III. Considerăm funcţia f : {(x,y) € R? | x+y >0}—>R, 
(ay) = ka +y) + ln(z +y). 


a) Găsiți toate valorile reale ale lui k pentru care f are cel puțin un punct de extrem 
local. 
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b) Arătaţi că dacă x,y € R, cu z +y > 0, atunci 4(x? +y?) > (x +y)’. 
c) Pentru valorile lui k determinate la punctul a), studiati dacă f are puncte de extrem 
global (folosind eventual inegalitatea de la punctul b)). 


IV. Fie V = R,„|X]. Considerăm T, S două endomorfisme ale spaţiului vectorial 
V (peste corpul R), astfel încât V = Ker T + Ker S = Im T + Im S. 
a) Să se arate că cele două sume sunt directe. 
b) Rămâne rezultatul adevărat pentru spaţiul vectorial V = R|X]? 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2016-2017 


1 1 
2 ci 2 
(e sın r2 + yz” cos r2 + =) (z, y) = (0, 0) 


(0,0), (x,y) = (0,0). 
a) Să se studieze derivabilitatea (diferențiabilitatea) Fréchet a funcţiei f în (0,0). 
b) Să se studieze continuitatea în (0,0) a funcției definite prin matricea Jacobi a lui 
f: 
tg 2r 


c) Să se calculeze lim ——————, unde || - ||2 este norma euclidiană (uzuală) din R?. 
220 || f(x, x)||2 


I. Fie functia f : R? > R?, f(x,y) = 


1 
II. a) Găsiţi o formulă de recurenţă pentru familia de integrale Jr m = T zi (n c)mdz, 
0 


k,m EN. 
b) Să se calculeze Jn n, n € N. 
c) Folosind dezvoltarea în serie de puteri centrată în 0 a funcției e”, găsiți o dezvoltare 
a funcţiei x77, x > 0, într-o serie de funcții. 
1 

d) Să se exprime z “da sub forma, unei serii numerice. 

0 

III. Fie ecuaţia z = x + y arctg z. 

a) Să se verifice ipotezele teoremei funcţiilor implicite relativ ls punctul (0, 2,0) şi să 
se deducă existenţa unei funcţii z = z(x,y). 
b) Să se calculeze gradientul funcţiei z în punctul (0,2). 


) Să leul Oz iZ să te că 92 Z ret 
c) Să se calculeze — şi —. Să se arate că — = + arctg z. 
ðr $ Oy Oy Ox E 
bb 
IV. Fie matricea ( a t); a,b E R, a? +b? > 0. 
a 

a) Să se determine spectrul matricei A. 
b) Să se arate că matricea A este diagonalizabilă şi să se aducă la forma, diagonală. 
c) Să se calculeze A”, n e N. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2017-2018 
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I. Considerăm şirul (£n)n>1, cu zi < 0 şi ni = e% — 1, pentru orice n € N*. 
OO 


Studiaţi convergenţa. seriei 5 |z„|“, pentru a E R. 
n=l 
II. Fie A, B € M2(R) astfel încât A? = 12, det B = —1 şi AB + BA = O2. Să se 
arate că există M € M2(R), inversabilă, astfel încât 


4=M(54)M di B=M(94) M“. 


III. Fie g : [0;1] — R o funcţie descrescătoare, neconstantă, care se anulează în 
1, este derivabilă şi derivata sa este continuă pe [0; 1]. Fie F clasa funcţiilor continue 
f : 10; 1] — R, astfel încât ia f(x)g(x)dx > 1. Asociem fiecărei funcţii f din F funcţia 
continuă da 
ifo 0<z<1 


fO), xz=0. 


Determinaţi valoarea minimă pe care o poate lua maxo<s<1 f(x), când f parcurge 
clasa F. 


F: [01] >R, iw=l 


IV. Fie n € N. Se consideră aplicatia R-liniară f : Ron+1|X] > Rən+1|X], cu 
(F(P)(X)=XP(X)+ 1 +X®^P'(X) tXP(-X)+(1 X’)P'( X), VP € Ran |X]. 


a) Arătaţi că f este bine definită şi determinaţi matricea, asociată lui f în raport cu 
baza Bı := {1, X, X?,..., X IPL 

b) Să se determine o bază Bə a lui Rən+1ı|X], astfel încât matricea asociată lui f în 
raport cu baza Bə să fie diagonală. Care este matricea de trecere de la baza Bı la 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2017-2018 


I. Fie funcţia f : R? — R, definită prin 


S (ap aul 
(2k + 1)!(2 + p2)2k? Y ; 


0 


(a, y) = k= 
0, (x,y) = (0,0). 


a) Să se studieze derivabilitatea (diferenţiabiltatea) Fréchet a funcţiei f în (0,0); 
b) Să se studieze continuuitatea în (0,0) a derivatelor parţiale ale lui f; 
c) Să se calculeze ii lira f(x,y), unde || - ||2 este norma euclidiană din R?. 
T,yYy 2—00 
iderš ia fe R3 — 1 
II. Se consideră funcţia f : R"44(0,0,0)) > R, f(z,y,2) = E: 


2 2 2 
a) Arătaţi că funcţia f verifică ecuaţia lui Laplace, ad + m H 2d = 0; 


b) Studiaţi convergenţa punctuală şi convergența uniformă pe intervalul [0, 1] a şirului 
de funcţii (gn)nen, definit prin g„(2) = nz(f(Vz, vn, D); 
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c) Să se afle un versor (J) normal la suprafaţa S : x? +y? + 22 = 4 în punctul 
ag ð 
M(1,1, V2) şi să se calculeze 21 (M). 
III. Fie funcţia f : ((z,y) | £? +y? < 4} > R, f(z, y) = ryy4 -— r? — y2. 
a) Să se indice mulţimea. D pe care funcţia f este derivabilă Fréchet; 
b) Să se afle punctele critice din D ale lui f; 
c) Să se studieze dacă acestea sunt puncte de extrem pentru functia f. 


IV. Se dau matricele o. = (94), o2 = (0 F), os = (05) din Moxa(C). Definim 


{A, B} = AB + BA. Pentru fiecare k € 1,3 se defineşte funcţia 


fk : Max2(C) => Moxa2(C), fe(M) = {M, ok}, YM € Maxa(C). 


a) Arătaţi că funcţiile fy sunt endomorfisme ale C-spaţiului vectorial Max2(C); 

b) Aflaţi câte o bază şi dimensiunea peste C a nucleelor endomorfismelor fk; 

c) Studiaţi existenţa unei matrice M € Mox2(C), care să satisfacă simultan pro- 
prietăţile M = M*, M? = h, (M,os) = O2, VL e 1,3, unde prin * s-a notat 
cunjugarea hermitică a matricelor (4* = tA). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2018-2019 


I. a) Să se arate că 


1 r 
arctg x + arctg — =, 
z 2 


pentru orice x € R}. 
oO 
Y . SE TNA a 
b) Să se studieze natura seriei 5 (3) — (arctg n) ), unde a € R. 
n=l 


II. Fie f: R5[X] > Rs|X], o aplicaţie liniară, astfel încât f(R1[X]) =R si f(1) # 
0. Se consideră aplicaţia liniară g: R5[X] — Rs[X], definită prin 


g(P(X)) = F(P"(X)) + XP" (0), YP(X) e R;[X]. 


Presupunem că Im (g) nu este subspaţiu vectorial al lui Ker (g) şi nici Ker (g) nu este 
subspaţiu vectorial al lui Im (g). Să se determine dimg( Ker (g)) şi dima(Im (9)). 


(Amintim că Rn[X] = {P € R[X] | grad P<n).) 


III. Fie f : (0,00) — R, o funcţie. Dacă f € C2(0,00), f” este mărginită şi 
lim f(x) = 0, să se arate că lim f(a)=0. 


IV. a) Fie A e M3([0, 1]). (Prin M3([0, 1]) înţelegem mulţimea matricelor 3 x 3, 
cu elemente în intervalul [0, 1].) Să se arate că, pentru orice A € C, valoare proprie a 
matricei A, avem |A| < 3. 
b) Să se determine toate matricele din Ma([0, 1]) care au cel puţin o valoare pro- 
prie A € C, cu |A| = 3. Să se arate că aceste matrice sunt diagonalizabile şi să se 
diagonalizeze. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2018-2019 


I. Fie funcţia f : R? — R, definită prin 


oo ci 
f(z, y) = r d (2k)! (x2 za (x,y) # (0,0) 
ý (x,y) = (0,0). 
a) Să se studieze derivabilitatea (diferențiabilitatea) Fréchet a funcției f în (0,0); 
b) Să se calculeze o şi a, 


c) Să se studieze continuitatea în (0,0) a derivatelor parțiale ale lui f. 


II. Se consideră funcțiile f € C? (R+) gi u : R? —> R, u(x, y, z) = f(y z2 + y2 + 22). 
a) Să se calculeze w - a în funcţie de f'(r); 
Oz Oy 02 


o 
b) Pentru f(r) = r, Vr, să se calculeze z M), unde v este versor normal la suprafaţa, 
V 
S: x? +y? +2? = 9 în punctul M(1, —2, 2); 
c) Să se găsească funcţia f astfel încât 
u u u 
| + = 


Ae d d 
34 — Da | Oy! 022 


0. 


III. Fie funcţia fn : R? > R, falx, y) = £? +y? — ney. 
a) Să se afle punctele staționare ale funcției fn; 
b) Să se studieze dacă acestea sunt puncte de extrem local pentru functia fn; 
c) Dacă (£n, Yn) este punct staționar al funcției fn, cu ||(£n, Yn)ll2 = V22 + y2 70, 


oO 


să se discute convergența seriei X | în funcţie dea € R. 


n=l 
TV. Se dă matricea A = [E îi) din M2x2(R), cu proprietatea a + b = c + d. 
a) Să se arate că u = (1) este vector propriu al matricei A; 
b) Să se afle valorile proprii ale matricei A; 


c) Să se arate că mulțimea 
V = {M| det M = 0, M este de tipul matricei A şi are valorile proprii egale) 


este subspatiu vectorial al R-spaţiului vectorial M2x2(R); 
d) Să se afle o bază şi dimensiunea peste R a lui V. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2019-2020 
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I. a) Să se dezvolte în serie de puteri ale lui z funcţia 


f(a) = In(z+ vl+a2). 


b) Să te că seria 14 1)”. 
) Să se arate că seria d ) = 


n=l 


1-3- (2n — 1) 
4- En). n+ 1) 


este absolut conver- 


gentà. 
c) Folosind rezultatul obținut la a), să se calculeze suma seriei numerice de la 
punctul b). 


II. Fie T şi S, două endomorfisme ale unui spaţiu vectorial de dimensiune finită, 
V, astfel încât V = Ker T + Ker S = Im T + Im S. 


a) Să se arate că cele două sume sunt sume directe. 


b) Rămâne rezultatul adevărat dacă V are dimensiune infinită? 


III. Fie f : Rt — R4, o aplicaţie R-liniară, astfel încât 
f (£1, £2, £3, £4) n f (£4, £3, £2, £1), 


pentru orice (x1, £2, 23,24) € Rİ, şi f(1,2,3,4) = (1,2,3,4). 
Fie (a,b,c,d) = f(1,0,0,0). Presupunem că a+d#b+cşia+d#b+c+1. 
Să se determine (în funcţie de a,b,c,d) o bază, B, a lui R astfel încât matricea 
asociată lui f în raport cu baza B să fie diagonală. 


IV. Fie (an)n>1, un şir strict crescător de numere naturale nenule, astfel încât 


. an 
lim = +00. 
NOS Q1 * Q2'* ...* On—1 
[e e] 
Să se arate că seria X — este convergentă şi că suma acesteia este un număr 
An 
n=l 


irațional. 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil electric, 2002-2003 


I. Fie sp : [0,1] — R sirul de funcţii definit prin 


1 z 
=> la| 1+ t 
N 0), pentru x Æ 0 


1 
n+1’ 


Sn(7) = 
pentru z = 0. 


a) Arătaţi că 5, sunt funcţii continue. 


b) Arătaţi că şirul (sn) converge uniform pe [0, 1]. 
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c) Fie s : [0,1] — R limita de la b). Evaluaţi 


s(x) — s(0 aa 1 
L = DT E 


n=l 


şi demonstrati că, s este derivabilă în origine. 
II. Fie ao € (0,1) şi şirul an = ln(1 + an-1),n > 1. 


u u i uită a An — n41 
a) Să se arate că an — 0 şi să se calculeze lim A 
N— oo an 


b) Să se arate ca 5 a2 este convergentă. 

n>0 

III. a) Daţi un exemplu de matrice nenula pătratică de ordinul doi cu proprietatea 
A? =0. 

b) Să se arate că dacă A este o matrice pătratica de ordinul n astfel incât A” = 0, 
atunci matricea J, — A este inversabilă. Determinaţi matricea (1, — A)! în funcţie 
de A. 

IV. Fie f : R” — R” un endomorfism (operator liniar) cu proprietatea că f? = f. 
Arătaţi că valorile proprii ale lui f sunt 0 şi 1 şi că subspaţiile proprii corespunzătoare 
sunt Ker f şi Im f. 

b) Determinaţi Im f N Ker f, Im f + Ker f şi arătaţi ca operatorul f admite o 
bază formată. din vectori proprii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil mecanic, 2002-2003 


—1/x? 


I. a) Să se arate că lim E =0,va > 0. 
z—0 


b) Fie 


e-1/(2%+y),. pentru (z, 0,0 
FROR, fley) p (x,y) # (0,0) 
0, pentru (x,y) = (0,0). 


Să se calculeze derivatele parțiale ale lui f in (0,0). 
c) Să se studieze diferenţiabilitatea lui f in (0,0). 
d) Folosind seria de puteri a funcţiei exponenţiale să se calculeze cu 3 zecimale 
100 
exacte ],  f(z,0)dz. 


S n 
i 
II. a) Să se găseasca multimea din R pe care converge seria J (—1)”71—— ; să se 
n 
n=l 
cerceteze convergenţa uniformă pe [0, 1]. 
99, n 
ki E 9 
b) Să se calculeze S(x) = > (—1)"—1— pentru z în mulţimea de convergenţă. 
n 


n=l 


28 Enunţuri - anul I 


) Folosind X> CE = TE, să se calcul aD 
c) Folosin +—-——— = —, să se calculeze suma seriei ~ 
mi n2 12” u b n(n + 2)? 


n=l 


1 
d) Să se demonstreze convergenta şi să se calculeze integrala ii lng-ln(1 + 2) dz 


0 
folosind dezvoltarea în serii de puteri a funcției In(1 + x) în jurul lui zero. 


—1 1 1 
III. Fie matricea A = 1 —1 1 
1 1 —l 
a) Să se determine matricea A”,n € N. 
E ` g xr? ge 3 i A 
b) Ştiind că e” = 1 + Ti + z] Pare ez he meg A R, să se calculeze matricea e4. 
c) Să se afle valorile proprii ale matricei A”. 
Tı 
d) Fie forma pătratică F„(X) = X* . A". X,X = | za |. Să se afle valorile 
T3 


n € N pentru care F(X) este pozitiv definită. 


IV. Fie V = Mə(R) spaţiul vectorial al matricelor pătratice cu valori reale, 2 x 2 


pese T (e 


baza canonică în V. Fie funcţia T : V — V, definită prin T(A) = At, unde A! este 
transpusa matricei A, A € V. 


şi 


a) Să se arate că T este o aplicaţie liniară. 

b) Se cere matricea ataşată aplicaţiei T în baza B. 

c) Se cer valorile proprii şi vectorii proprii pentru T. 

d) Dacă W = {A € V | T(A) = A), să se găsească o bază în W şi dimg W. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil mecanic, 2003-2004 


I. Pentru a € RIN fixat, fie seria de puteri 


so(a) = 14 YA le nt) an. 


a) Să se determine raza de convergenţă a seriei şi să se calculeze suma sa(x), 
observând eventual că (1 + 1)sa' (x) = a: salz). 


b) Să se calculeze coeficienţii seriei pentru a = —1/2. 
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c) Să se calculeze următoarea integrală: 


T/2 dz 
f >, |a|<1, 
0 vyl+a?sin? zr 

folosind dezvoltarea în serie de la punctul b). 

II. Fie fa: R? > R, falx, y) = ax + by?, unde a,b sunt parametri reali. 

a) Pentru ce valori ale parametrilor a şi b, fap admite puncte de extrem local ? 
Discutaţi natura lor. 

b) Studiaţi punctele de extrem ale lui fi, condiţionate de z? + y? — 1 = 0. 

c) Pentru ce valori (a,b) € R?, f are exact două puncte de extrem conditionate 
de r? +y? —-1=0? 


III. Fie spaţiul vectorial R3 cu produsul scalar obişnuit 


(7,9) = Zig + Top + £3Y3, Va = (11, £2, £3), Y = (Y1, Y2, Y3) € RS. 
Fie 
L = (a = (£1, £2, £3) e R? | £1 + 2£2 — T3 = 0, Ti — T92 =0} 
un subspaţiu vectorial. Notăm cu LI = {y € R | (x,y) = 0,vz € L} subspaţiul 
ortogonal corespunzător subspaţiului L. 

a) Arătaţi că orice element x din R3 se poate scrie în mod unic sub forma z = z+y, 
unde z € L şi y € Lt. 

b) Notăm cu prpx elementul z provenit din descompunerea lui x de la punctul 
a). Definim aplicaţia liniară T(x) = 11 - (x — prx). Determinaţi o bază de vectori în 
Ker T. 

c) Este T izomorfism? Justificati. 


d) Aduceţi la forma canonică forma pătratică: 


g(z1, £2, 23) = 102 — 2£1£2 — 6£1£3 + 10x2 — 6z2£3 + 2x3. 


IV. Fie A = şi T : R3 — R? aplicaţia liniară care în baza canonică 


R= 
=>OEOHR 
OR 


are matricea A. 
a) Să se arate că dim Ker T = 1 dacă şi numai dacă a = 2. 
b) Pentru a = 2 să se găsească o bază ortonormată în Ker T şi una în Im T. 


c) Dacă A = 2 este o valoare proprie pentru T şi dacă B este matricea transformării 
T oT, atunci să se arate că forma pătratică g(£1, 2, %3) având matricea B relativ la 
baza canonică, este pozitiv definită. 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
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Faza interuniversitară, anul I, profil electric, 2004-2005 


I. Fie operatorii f1, fa : R3 — R? care în baza canonică sunt daţi respectiv de 
matricele : 


T 2 —2 0 2 2 
=| 2 4 1], kj=|2 0 -2 
—2 —] 4 2 —2 0 


a) Să se determine valorile proprii ale celor doi operatori. 

b) Care dintre ei admite rădăcini pătrate? Justificaţi răspunsul. 

c) Pentru operatorul care admite rădăcini pătrate să se afle matricea, uneia, din 
rădăcini. 

Notă: rădăcina pătrată a unui operator f înseamnă un operator g care îndeplineşte 
condiţia gog = f. 


1 f. 
II. Fie functia f : R? >R, f(z,y) =} z | jsin(ue:p)de,. pente ayn 
pentru zy = 0. 


) 


a) Să se arate că f este continuă în origine. 
b) Calculati derivatele parţiale în origine. 
c) Studiaţi diferenţiabilitatea în origine. 

2k +1 

< f(x,y) = 
TE f(zy) 
e) Calculaţi ta f(x,y). 
zy 


— (00,00) 


d) Să se arate că: , kr < sy < kr + 2, REN. 


III. Să se aducă la forma canonică şi să se reprezinte grafic conica definită de 
ecuaţia 
f(@,y) = z? — 2ry +y? — 10x — by + 25 = 0. 


oO n 


. d 3 sia T = v o y . 
IV. a) Se consideră seria de funcții > — e”. Să se arate că această serie nu 
n: 
n=0 
converge uniform pe [0, o0). 
N ER £ £ £ sin z T 
b) Să se arate că lim cos = -cos $5 +++- cos = ME (0, ), 
no 2 22 2m z 2 
=S l z 
c) Se dă seria de funcții > z tg m Să se studieze convergența seriei pe 
n=0 


intervalul o, =). 


m/2 
d) Să se calculeze I f(a) dz, unde f este suma seriei de la punctul c). 
T/6 
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Faza interuniversitară, anul I, profil mecanic, 2004-2005 


I. Fie funcţia f : R? > R, f(x,y,z) = x? +y? +2? +asz+by+cz+d, a,b,c,d € R. 

a) Să se scrie ecuațiile care caracterizează punctele staționare ale lui f. 

b) Să se determine a,b,c,d astfel încât punctul (—1, —2, 3) să fie punct de minim 
local şi valoarea funcţiei în acest punct să fie 0. 

c) Să se scrie f(x,y,z) în funcţie de puterile lui (4+ 1), (y+2) şi (z—3), coeficienţii 
a,b,c,d fiind determinaţi la punctul b). 

d) i) Să se verifice condiţiile teoremei funcţiilor implicite pentru ecuaţia 
f(z,y,2) — 1 = 0 relativ la punctul (—1,—2,2) şi să se arate că există o funcţie 
definită implicit z = z(x,y) în vecinătatea punctului (—1, —2) a.î. z(—1,—2) = 2. 

ii) Să se calculeze dz(—1,—2). 

iii) Să se calculeze DL —2). 

II. Fie funcţia f : R? —> R, f(x,y) = cos(x + y) — z. 


A əf 21 
a) Să se calculeze 5%, 3. 


T 2 2 
b) Să se calculeze L (Een) + (Zen) ) dz. 


c) Fie f : R? — R de clasă C?, u = 2p v= 23 Presupunem că 
Or Oy 
. z ~ Du v 2 
(i) u(z + 27, y) = u(x, y); (i) v(x +27, y) = v(z,y); (iii) == = ape”. 
Oz Oy 
1 27 
Fie integrala cu parametrul y € R, dată de E(y) = | (u? (x,y) +v? (x, y)) dz. 
0 


a) Să se calculeze E (y). 
b) Integrând prin părţi să se deducă că E(y) = 0, Vy E€ R. 


III. Fie Məx2(R) spatiul vectorial al matricelor pătratice cu valori reale şi V 
subspatiul matricelor simetrice din M2x2(R). Fie aplicațiile liniare T : Məx2 => R 


şi f : V — V definite de relaţiile: T(A) = asa + a22, unde A = AIi Cala , iar 


f(B)= ( ae ), unde 8 = ( 9 3 


a) Să se descrie Ker T, Im T şi să se verifice relaţia: 

dim Ker T +dim Im T = dim M2x2(R). 
b) Să se arate că Ker fN Im f = {0} si Ker f+ Im f =V. 
c) Se cere matricea transformării g= fofofo-.--o f în baza 


2005 Ori 


e={(o o) (01) (30) 
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a spaţiului vectorial V. 
IV. Fie Pa = (P(x) = ao + aix +a2x?° +a3x? | ao, a, a2, as € R}, spaţiul vectorial 
al polinoamelor de grad cel mult trei. Fie subspaţiile vectoriale: 


Li = 4P(a) e Ps | P(1) = P(—1) = 0} şi L» = {P(x) € Ps | P(2) = P(—2)), 


subspaţii vectoriale în P3. 


a) Să se determine câte o bază în Lı şi Lə şi să se calculeze dim(Lı + 1») şi 
dim(Lı N Lo). 
b) Considerând pe Pz produsul scalar: (P(x), Q(2)) = aobo + a1bı + a2b2 + a3b3, 
unde 
P(x) = ao tar + azz? + azz’, Q(z) = bo + biz + boz? + bază, 


determinaţi o bază în 
Lz = {R(2) e Ps | (R(0),Q(2)) = 0, VQ(z) € L2} 


şi arătaţi că Lı + Li nu poate să fie egală cu P3. 
c) Fie L'o = (P(x) € P3|P(2) = P(—2) = 0). Calculati dim(L1 + (L2')+). Ce se 
poate spune despre egalitatea Li + (L>)- = Ps ? (Justificare). 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil electric, 2005-2006 


a- sing 
1— 2a - cosx + Q2 ` 


I. Fie functia f : R?\ |]J {2nr, 1), ((2n+1)r, —1)} > R, f(x, a) = 
nEZ 


a) Să se determine coeficienţii an = an (x), n € N, astfel încât 


f(z,a) = X aula) -a”, |a| <1. 


n>0 


T 


b) Să se calculeze J sin nz - sin kz dz, unde k,n € N. 


c) Să se calculeze In (a) = f(z,a)-sinnzda, |a| < 1. 


—T 


3 1 Ă 1 
II. Se consideră F(a) a m( ra az) . dx, |a| < 1. 
0 l—a-cosz/ cosz 


a) Să se arate că F este derivabilă şi să se calculeze F”. 
b) Să se calculeze F. 
4 


III. Fie forma pătratica Q : R > R, Q(u) = 5 Sk+l—2 ` Uk * u, unde 
k, l=1 
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Sn =x] t3 rara, ne0,6, 
iar £1, £2, £3, ta sunt rădăcinile ecuaţiei xt — 4x? — 4x — 8 = 0. Fiecarei rădăcini Tj, 
j = 1,4 îi asociem forma liniară l; (u) = u1 + £j u2 + z? - u3 + z3 - ua. Arătaţi că: 


a) La rădăcini x; distincte corespund forme l; liniar independente. 
4 
b) Forma pătratică Q se poate exprima astfel: Q(u) = 5 $. 
j=1 


c) Forma pătratică Q are signatura (3,1). 
IV. Fie A € M,a (R), n = 2k + 1, o matrice antisimetrică. 


a) Să se arate că A = 0 este o valoare proprie. 

b) Arătaţi că originea planului complex este centru de simetrie pentru mulţimea 
valorilor proprii ale matricei. 

c) Oricare două matrice antisimetrice A,B € M(R), A = (aij), B = (bij), 
aij, bij E {1}, Vi < j, au aceleaşi valori proprii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil mecanic, 2005-2006 


I. Fie funcţia f :R? — R definită prin: 


305 


tes pd ra PE (40) 7 (0.0) 
0, pentru (x, y) = (0,0). 


a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în (0,0). 
b) Să se calculeze derivatele parţiale ale functiei f în (0,0). 
c) Să se studieze diferenţiabilitatea funcției f în (0,0). 


OO 
SI : 1 
d) Să se stabilească natura seriei numerice X f G. n). 
n 


n=l 
Es b 
II. Fie 1, = | sin” t! (2x)dz, şi Jn = I (x — a)” - (b— x)”dz,n E€ N,a,b ER. 
(0 a 


a) Să se calculeze Jņ. 

b) Să se calculeze Jn. 

c) Să se calculeze lim vf BB 

III. a) Fie F = ((1,1,0),(1,1,1),(1,0,0)) c R2. Să se arate că F este o bază de 
vectori în R? şi să se găsească coordonatele vectorului v = (1,2, 3) în baza F. 

b) Fie Tm : R? — R°, transformarea liniară a cărei matrice in baza F este matricea 


0 im 
Am=|1 0 1). 
m 1 0 
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Se cere Tm(v), unde v = (1,2,3). 


c) Pentru m = 0, să se diagonalizeze matricea Ao şi să se calculeze A8006, 


IV. Fie spaţiul vectorial V = R şi funcţia g = R? x R? — R definită prin: 


g(X,Y) = T1yı } 


z T192 H roy) + T2Y2 + T3Y3, 


unde X = (z1, £2, £3) si Y = (y1, Y2, y3) sunt vectori din V. 


a) Să se arate că g este un produs scalar pe V. 

b) Să se ortogonalizeze baza Æ = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} față de produsul 
scalar g. 

c) Să se calculeze cosinusul unghiului dintre vectorii e. = (1,0,0) şi e2 = (0, 1,0) 
din V faţă de produsul scalar g. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil cercetare, 2007-2008 


I. Fie matricea A E€ M,„(C). Să se arate că A este nilpotentă dacă şi numai dacă 
tr(A*) = 0, oricare ar fi k > 0; ( tr(A) este urma matricei A). 


II. Fie E o submulțime nevidă a intervalului (0, +00) care îndeplineşte condiţiile 
i) 3 € E oricare ar fi z € E. 

ii) Vz2 + y2 € E, oricare ar fi x,y € E. 

Se cer următoarele: 

a) Daţi un exemplu de mulţime F Æ (0,00) care îndeplineşte condiţiile i) şi ii). 
b) Arătaţi că E = [0, 00); (E este închiderea topologică a lui E). 


III. Fie U C R? o submulțime deschisă, care conţine discul unitate închis D şi 
f : U — R o funcţie de clasă C! cu proprietatea că: 


af 


Jaf 
psi şi Hojs YP ED. 


Să se arate că dacă {M1, M2,..., Mn} este o mulţime de puncte din D cu centrul de 
greutate în O atunci pentru orice punct P € D este adevărată inegalitatea: 


IV. Fie A mulţimea plană formată din punctele interioare şi laturile unui 
dreptunghi ABCD de laturi AB = a şi BC = b. Se defineşte functia f : A — R prin: 


f(P)=PA+PB+PC+PD. 


Să se calculeze mulțimea valorilor functiei f. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil electric, 2007-2008 


I. a) Să se precizeze clasa de diferenţiabilitate a funcției f : R > R, 


fa) = [2+5] - Bel + lal 


unde | - | reprezintă partea întreagă a expresiei pe care o conține. 


PAG 
b) Pentru orice n € N fie funcţiile fn : R > R, falx) = Sh n > 0. Să se 
studieze convergenţa seriei 5 fals). 


n=0 
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c) Să se stabilească dacă funcţiile diferenţiabile pot fi aproximate oricât de bine 
prin funcţii discontinue. 


II. Fie V spaţiu vectorial din M„(C) generat de matricile de forma AB — BA, 
A, B € M, (C). Să se arate că dime V = n? — 1. 


III. În spatiul real V = R3 se consideră forma pătratică 


plz, £) = E7 + 263 +363 + éié + EEs + E263, 


în care £1, E2, E3 sunt coordonatele vectorului x € V în baza canonică {e1, e2, e3}. Se 
cer 


a) Să se arate că forma biliniară simetrică asociată acestei forme pătratice este un 
produs scalar. 


b) Să se afle normele vectorilor e1, ez, ez şi cos(€1, €2) (în raport cu produsul scalar 
definit la punctul a)). 


IV. Funcţiile f, f', f” sunt continue pe [0,a], a > 0 şi f(0) = f'(0) = 0. Să se 
arate că 


f |f(£) f (x)|dz < = | (f(x) dz. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil mecanic, 2007-2008 


I. Fie sfera : (S): x? +y? +2? — 9 = 0, planul (H) : £ +y + z -— 3 = 0 şi cercul 
spaţial (C) = (S) A (H). 


a) Să se afle raza şi coordonatele centrului cercului (C). 
b) Să se arate că orice sferă care conţine efectiv cercul (0), are ecuaţia de forma: 
E 2 
x“ +y +z —9+i(z+y+z-—3)=0. 


c) Să se găsească ecuaţia sferei de rază R = 6, care conține cercul (C'). 


d) Să se dea exemplu de o cuadrică care conţine cercul (C) şi de o sferă care nu 
conţine cercul (C). 


II. Să se arate că ecuaţia X2-+aX+b13 = 03, unde a2—4b > 0, admite o infinitate 
de rădăcini în M3(R). (Căutaţi matrice de formă particulară). 


III. Fie funcţia f : R? — R, definită prin 
f(z,9) = 9 Hy 


a) Să se studieze continuitatea, existenţa derivatelor parţiale şi diferenţiabilitatea 
funcţiei f în origine. 
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m/2 


t t\ J” 
b) Să se calculeze 1, = J [ (sin z cos 3) dt, pentru n = 2k şi n= 2k + 1. 
0 


1 
c) Să se arate că girul de functii gn : R — R, definit prin ga(x) = —- f (x°, n) este 
n 


uniform convergent pe R către o functie continuă g şi să se calculeze g(x) = lim g„(2). 
n—> oo 


OO 


IV. Să se studieze natura seriei: X 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil cercetare, 2008-2009 


I. Fie (£n)n un sir monoton crescător şi divergent de numere reale strict pozitive 


oO Q 
i iais x ; Tn — În-1 : Y 
şia < 1. Arătaţi că seria > (=) este divergentă. 
Tn 
n=l 


II. Considerăm hiperboloidul cu o pânză, în reperul cartezian Oxyz: 


— —> 

Ştiind că există punctele M, N, P € H astfel încăt vectorii OM, ON, OP sunt mutual 
1 

ortogonali, demonstrați că zZ + A > a 


III. Demonstraţi că oricare ar fi n € N, n > 2 şi numerele strict pozitive 
L1, Doo En CU T1 + T2 +... + En = 1, avem 


n 


DIE ai: 
= 14th tap) 4 


iar constanta din dreapta este cea mai mică cu această proprietate. 


IV. Fie A € M,„(Z) cu A £ Ip şi k € N*, k > 3 astfel încât Â = Í, în Mn (Zp). 
Arătaţi că pentru orice p € N* avem AP Æ In. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2008-2009 


I. Fie an un şir de numere reale astfel incât seria > G are raza de convergenţă 
n>0 
1 şi fie f(x) = anz”, x € (-1,1). Presupunem că există lim f(a) = LeR. 
T 
n>0 

a) Dacă an > 0 să se demonstreze că seria „>o dn este convergentă şi are suma 
L. 

b) Să se dea un exemplu de serie > anz” ca în enunţ, cu an E R, astfel încât 

n>0 


> an diverge. 
n>0 


II. Fie a,b E€ R,a < b si fie fo: [a,b] —> R o funcţie continuă cu proprietatea 
fo(a) = 0. Fie 


fn: [a,b] >R, fala) =f fn-i(t)dt,n > 1. 


a) Să se studieze convergența uniformă a seriei X Fr 
n>1 


b) să se calculeze suma seriei X faz 
n>1 


III. Fie P}, ..., Pa (n > 3) n puncte distincte aflate pe aceeaşi circumferință (în 
această ordine). Pentru fiecare pereche de puncte P;, P;, notăm cu a;; lungimea 
segmentului P,P; dacă i < j şi aji = —a;j. Considerăm matricea (antisimetrică) 
A = [a;j]. Să se determine dimensiunile imaginii şi nucleului aplicaţiei liniare 
f : R” — R”, asociate acestei matrice. 


IV. Fie A,B matrice pătratice din M,„(R) cu proprietăţile că există o coloană 
nenulă z din Mn,ı(R) astfel incât Ax = 0 şi o coloană y din Mn,ı(R) astfel încât 
Ay = Ba. Dacă A, este matricea obținută prin înlocuirea în A a coloanei i, a;, 
prin coloana i, b;, din B, să se arate că det Aı +... + det An = 0, unde det A; este 
determinantul matricei A;. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2008-2009 


3 y 
T” cos 3; z#0 


I. Fie f :R? >R, f(z) = 0 z=0 


a) Să se calculeze derivatele parţiale ale lui f în (0, y), y E R. 
b) Să se studieze diferenţiabilitatea Fréchet a lui f în (0,y), y E€ R. 


Faza naţională profil cercetare 2009-2010 39 


c) Să se studieze continuitatea derivatelor parţiale ale lui f în (0,y), y E€ R. 


d) Fie r = yx? + y? + 22 şi glx, y,z) = f(r, 1). Să se calculeze grad g. 


II. Fie f:[0,0)—R, f(æ)= e | i 


a) Folosind, eventual, schimbarea de variabilă t = x + s, să se arate că 
0 <zf(a) < 1, Yx >0. 


b) Să se calculeze f'(x). 
c) Să se arate că f'(x)<0 vz>0. 
d) Folosind, eventual, rezultatul T(4) = y7, să se calculeze f(0). 


III. a) Să se găsească o transformare liniară f : R? — R? astfel încât 


f(e.) = (4,3,3), f(e2) = (6, —5, —6), f(e3) = (0,0, 1), 
unde e, = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0, 1). 


b) Să se arate că exista n număr natural şi ao, a, .-; ap numere reale astfel încât 
an f” (£) + ana ft (x) +... + aa f(£) + aox = 0 


pentru orice x € R3, unde f(x) = f(f*—1(2)), k > 2. Să se găsească n şi ao, aa, ---, an- 
c) Să se găsească un subspaţiu vectorial U al lui R? astfel încat dim U=1 şi 
f(u) = u pentru orice u € U. 


IV. Se dă familia de sfere 


S> : £? +y? +2? — AA+ Ir — 23A -— 2y +2(A— 5)z — 14A +33 =0 AER. 


a) Să se precizeze centrul şi raza sferei S). 


b) Să se arate că centrele sferelor S> se află pe o dreaptă. Să se afle ecuația acestei 
drepte. 


c) Să se găsească un plan care să fie tangent tuturor sferelor din familia dată. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil cercetare, 2009-2010 


I. Fie f : M„(R) > R o funcţie cu proprietatea f(aX + bY) = af(2) +bf(Y), 
pentru orice a,b e R şi orice X,Y € Ma (R). 


a) Să se arate că există o matrice A e M,„(R) astfel ca 
f(X) = Tr(AX), pentru orice X e M,a (R). 
b) Să se arate că există o matrice inversabilă B € M,„(R) astfel ca f(B) = 0. 


II. Găsiţi locul geometric descris de centrul unei elipse, care este tangentă la două 
drepte perpendiculare date. 
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z 1 
+5 e + =) defineşte o 
e i T+n 


III. a) Să se justifice faptul că f(x 


a 


funcție continuă f : (0,1) > R. 


b) Dacă funcția continuă F : [0,1] — R verifică 


F (3) +F (=) =2F(x), Yz e [0,1], 


atunci F este constantă. 


c) Să se demonstreze egalitatea: 


1 
7 ctg (772) -145 (h+ a | Yz € R\Z. 


n=l 


IV. Fie fa e C([0,1]) (n > 1) un şir de funcţii concave. Presupunem că fn 
converge simplu la 0. Să se arate că şirul f, este uniform convergent pe [0,1]. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2009-2010 


I. Găsiţi funcţiile continue f : R — [0,00] cu proprietatea f(x) = | vy f(t)dt. 
0 
II. Fie f o funcţie care admite o dezvoltare în serie de puteri în jurul lui 0 având 


raza de convergență R. 


a) Să se arate că 


si 2 n z 
5 f(0(0) (ee 1 n] eetf(at, aR: 
sa 11 2] n! 9 


b) Să se arate că 


= PI dată i. x g e -—e 
2-1) (e d a )- 2 


III. Fie g € R? un vector nenul fixat şi T : R? —> RÌ, T (U) = @ x U, y € R?. 


a) Să se arate că T este o aplicaţie liniară şi să se determine subspatiile Ker T şi 
Im T. 


b) Să se arate că pentru orice vi, U3 E€ ImT, unghiurile vi, v> şi T (vi), T (V3) sunt 
egale. 


_ 


c) Să se determine toate aplicaţiile liniare S : R3 — R? cu proprietatea S(0) L 5, 
vie R’. 
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IV. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune n şi T : Y — Y o aplicaţie liniară 
care admite n + 1 vectori proprii astfel că oricare n dintre ei sunt liniar independenţi. 
Să se arate că există a € R astfel încât T = a/, unde I este aplicaţia identică. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil mecanic, 2009-2010 


L. Fie f : R? >R, 


EPA 
za? T, 0,0), 
fiu) ysty (x,y) # (0,0) 
0, (æ, u) = (0,0), 


unde a > i, b> i sunt doi parametri reali. 


a) Demonstrati inegalitatea. 


v lzy] 1 
—= < —, V(r, 0,0). 
Pa Sp YODO 
b) Studiaţi continuitatea funcţiei f în origine. 
c) Studiaţi existenţa derivatelor parţiale ale funcţiei f în origine. 


d) Pentru a = 4 şi b = 1 să se găsească mulţimea de convergenţă a seriei de funcţii 
[e ©] 1 n 
5 f —, n (x F 1) è 
n=l i 


II. Fie funcţia T : [0,00)—R, I(y) = J e-(2+2) dz. 

0 
a) Arătaţi că I(y) este convergentă pentru orice y € [0, 00). 
b) Determinaţi (y) şi arătaţi că I'(y) = —4I (y). 


c) Ştiind că fy? e-2 dz = XE, să se calculeze I(y). 
III. Fie funcţia f : R? — R? definită prin 
T((£1, £2, £3)) = (22 — £3, —2 + 23, £1 — 2x2), V(za £2, £3) € R?. 


a) Să se arate că T este aplicaţie liniară şi să se calculeze Ker T şi Im T. 


b) Să se arate că dacă u,v € Im T, atunci unghiul dintre u si v este egal cu 
unghiul dintre T (u) şi T(v). 

c) Fie matricea Q = (I3 — A)(I; + A) 1, unde A este matricea transformării T în 
baza canonică din R. Determinaţi valorile proprii reale ale matricei Q şi subspaţiile 
proprii corespunzătoare. 


IV. Se consideră planul 7 de ecuaţie (2m + 1)x + (3 — 4m)y + 3z — 2 = 0. 
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a) Să se scrie ecuaţiile planelor 7m1, m2 şi 73 care sunt perpendiculare pe planul 7 
şi conţin respectiv axele Oz, Oy şi Oz. 


b) Să se arate că cele trei plane de la punctul a) trec printr-o dreaptă A, a cărei 
ecuaţie se cere. 


c) Să se arate că dreapta A descrie un plan atunci când m variază. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU”? 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2010-2011 


I. Fie funcţia f € C2(R) astfel încât |f (x)| < 1 şi |f” (£)| < 1, pentru orice x € R. 


a) Scrieţi formula lui Taylor de ordinul doi pentru functia g(t) = 1 — f(x + t), 
t € R, în jurul unui punct to arbitrar (x € R fixat). 


b) Să se demonstreze că |f’ (x)| < V2, pentru orice z € R. 


II. Găsiţi cea mai mare valoare a integralei 


y 
n Vai +y- ydr, 0sysl. 
0 


III. Se consideră spațiile euclidiene R? gi C? cu produsele scalare 
((x,y), (u,v) = z-ury-v, (x,y) € R?, (u,v) E R?, 


respectiv 
(7,9), (ww) =x£:0+y: T, (x,y) EC, (u,v) EC. 


Să se determine aplicaţiile liniare T : R? — R? şi S : C? — C?, care satisfac respectiv 
proprietățile 


(T(z, y), (£,y)) pentru orice (7x, y) € R?, 
v 


(S(u,v), (u,v)} =0, pentru orice (u,v) € C?. 


IV. Fie n > 2, A € M,„(R) o matrice simetrică (At = A) astfel încât 
(tr( 42010 2011 = (tr( A70), 


Să se arate că are loc egalitatea A” = tr(A). An. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2010-2011 


I. În R? se consideră transformarea liniară, pentru a real fixat, 


2 
Ta : R? > R’, Talx, y, z) = (az Tetay+e). 
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a) Se cere matricea Ma a lui Ta în baza canonică din R. Să să se determine 
nucleul şi imaginea transformării. 


b) Să se afle valorile şi vectorii proprii pentru Ma. Stabiliţi dacă matricea este 
diagonalizabilă. 
c) Arătaţi că MaMe = Mas şi calculaţi M? şi Mg. 


d) Să se studieze convergenţa şi să se afle (dacă există) limita şirului ($,), în care 


1 
2 


1 
Sn = Is + gj Ma + Ma asa M”. 


b 
II. Se consideră dreapta de ecuaţii di : ž e e = t şi planele 


(P):£+y+z-—4=0, 
(Pa): £x +2y+2z+1=0, 
(Ps): x+y +7z+m=0, 


unde a,b, m €E R. 
a) Să se determine a,b € R ştiind că dreapta dı este inclusă în planul (P}). 
b) Să se găsească proiectia punctului A = (1, —2,2) pe planul (P2). 
c) Să se discute poziția relativă a celor trei plane în funcție de m. 
Ja 
T — y 
aj Zap (20) # (0,0) 
y 
0, (x,y) = (0,0). 
a) Să se studieze continuitatea şi diferenţiabilitatea funcţiei f în origine. 


b) Să se calculeze E şi 24 în (0,0). 


III. Fie f : R? >R, f(x,y) = 


f (x,t), 270 
c) Se consideră şirul de functii fn : R > R, f„(2) = | fan), 27 


1, z=0. 


Să se calculeze lim f„() şi să se precizeze dacă şirul fn converge uniform pe R. 
NO 


p9 3n 
IV. Fie seria de puteri >p Zgan, 
n 
n=l 


a) Să se afle mulţimea. de convergenţă a seriei şi să se calculeze suma ei. 


b) Discutaţi convergenţa uniformă a, seriei. 
a 


i 
c) Să se calculeze I = J ? In(1 + 3z°)dx şi să se arate că are loc egalitatea 
0 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil teoretic, 2011-2012 


I. Fie n > 2 număr natural şi A, B e M, (C) două matrice cu proprietățile 


A2012 — pB% — 7, şi AB = BA. 


Să se arate că matricele A + B+ In sunt inversabile pentru orice alegere a semnelor 
+ şi —. 

II. Fie X = {(a1,...,an) | a; E€ {0,1} pentru orice i € (1,...,n) si AC X 
muţimea n—uplurilor care au un număr impar de 1. Determinaţi numărul maxim de 


elemente din A c proprietatea că orcare două dintre ele au în comun un număr par 
de 1. 


f(n)” 


este 
n! 


III. a) Fie f : N* — N o funcție bijectivă. Să se arate că seria X` 
n>1 
divergentă. 


b) Să se arate că există o functie bijectivă f : N* — Q cu proprietatea că seria 


5 mu) 


nal 


este convergentă. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil electric, 2011-2012 


I. Fie f,g : |-L,1] = R două funcţii continue şi fie produsul scalar 
(ho = Si f(x)g(x)dx. Găsiţi polinomul de forma p(x) = a +b- x? — xt, care 
este ortogonal pe intervalul [—1,1] pe toate polinoamele de grad mai mic sau egal 
decât 3. 


II. Fie aplicaţia 
Ta: Maxa(R) > Moxa(R), Ta( A) = A + at, VA € M2x2(R), Va e R. 
a) Să se arate că Tu este o transformare liniară. 
b) Să se scrie matricea lui Ta în raport cu baza canonică din Məx2(R). 
c) Să se calculeze polinomul caracteristic. 
d) Să se determine valorile lui a pentru care Tẹ este diagonalizabilă şi să se 


determine o bază formată din vectori proprii. 


" oo 1/z ija 
III. In ce condiţii integrala f (a eT 
o 


converge absolut? 


) d, unde a,b,c > 0, 


IV. Se consideră şirul de numere reale (£n)n>1ı definit prin xı € (0,1), 
Zn41 = In: 4/1 — 2, pentru orice număr natural n > 1. 


a) Să se arate că şirul (2 )n>a este convergent şi să se determine limita sa. 
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OO 

b) Să se arate că seria X £n este divergentă. 
n=1 
00 


c) Să se arate că seria > r? este convergentă. 


n=1 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil mecanic, 2011-2012 


I. a) În spaţiul liniar RÌ se consideră Mo (a He ba a) 2) şi dreapta 
(d) : zz = VW = Za. Determinaţi ecuaţia planului ce trece prin Mo şi este 


perpendicular pe dreapta (d). 

b) Fie M(a,b,c) şi planul (7): bX+cY+aZ+3(02+02+c2)-(ab+bc+ca) = 0. 
Definim aplicaţia f : R? — RÌ. care duce punctul M în simetricul său faţă de planul 
(77). Arătaţi că f este o transformare liniară. 


c) Determinaţi defectul şi rangul transformării f. 
II. Fie Bm = {(1 + m,2,2),(2,1+ m,2),(2,2,1 + m)} un sistem de vectori din 


R. Determinaţi valorile lui m pentru care Bm constituie bază în R. Determinaţi 
coordonatele vectorului v = (2, —8, 2) în baza B_1, (m = —1). 

b) Fie p: R*xR* — R forma biliniară a cărei matrice în perechea de baze canonice 
este Bm = (> rin 2): Să se scrie forma pătratică asociată, şi să se determine 
natura şi genul pentru m = 1. 

c) Să se calculeze B2012. 

III. Fie funcţia f:R2—R, f(x,y) = reye? ty, 

a) Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei f. 

b) Să se arate că există r > 0 astfel ca pentru orice x,y € R satisfăcând relaţia 
(x + 1)2+ (y + 5)? < r? să avem g?°ye?™t?Y + La > 0. 

c) Să se arate că funcţia nu admite extreme globale. 


IV. Fie (an)n>1 o progresie aritmetică cu termeni strict pozitivi. 


3 ; 3 Q1: Q3’... a2n—1 ai 
a) Să se demonstreze inegalitatea: "E < es 
G2:Qq4 +... on Q2n+1 


[e e] 
Q1:03:...:02n— 1 
b) Să se determine suma seriei: X ac, uta : 
n Q2: 04`... A2n Q2n+2 
n=l 
X a-a a 
c) Studiaţi convergenţa, seriei: > Mila. DĂ, 
Q2 *Q4:...'on 


n=l 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU”? 
Faza naţională, anul I, profil teoretic, 2012-2013 


I. Fie A € M, (C) o matrice, A o valoare proprie a matricei A” şi v un vector 
propriu corespunzător. Să se arate că dacă vectorii v, AV, A2,...,A"-lv sunt 
liniar independenţi, atunci A” = A. 


II. Să se determine funcţiile continue f : R— R cu proprietatea că pentru orice 
x,y E€ R pentru care x — y e R\Q, avem f(x) — € R\Q. 
yY P y y 


III. Fie k e N*. Demonstrati că valoarea minimă a lui n € N* pentru care există 
o matrice A € Mp (Q) cu proprietatea A?" = —I„ este 2F. 


E Daa n fi næ -— jnr}? 
IV. Să se demonstreze că lim dz = 1. 
n>œ lnn Jo (1+?) (1+ [nz]?) 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2012-2013 


I. Punctele M şi M2 se mişcă rectiliniu şi uniform pornind din A; (0, 0,0) respectiv 
B1(1,0,0) cu vitezele în = i+j +k şi î2 = i+j—k. Să se determine ecuaţia suprafeţei 
generate de dreptele MM şi să se precizeze forma ei. 


II. Fie V un spaţiu vectorial finit dimensional peste corpul K, fie F : V x V > K 
o formă biliniară şi fie subspaţiile: 


Vi =IzeV|F(z,y)=0,vyeV) 
Və = {y E V | F(x,y) =0,Yz E V}. 


Arătaţi că dim Vi = dim V2. 


1 1 1 T 
TII. a) Să se arate că + pei = | ? der. 
n+1 n+2 n+3 0 


oo 1 1 1 
) Së se caleuleze > (i n+2 n+3 ) 


IV. Să se determine functiile continue f : R —> R cu proprietatea 
f(x) — f(y) e R\Q pentru orice z,y € R pentru care x — y E€ R\Q. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2012-2013 


oO 
t, i ü ; RR 
în serie de forma > ant” cu precizarea mulțimii 


n=0 


1- 1 
I. a) Să se dezvolte > ln i = 


de convergenţă. 
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b) Folosind substituţia t = za 
sumă este 


f(a) = (2+5) (1+4) -5 z >0. 


[0.6] 
c) Folosind o serie majorantă convenabil aleasă, să se arate că > f(z + n) 
n=0 


în seria precedentă, să se obţină o serie a cărei 


converge pentru orice x > 0. 
II. Fie funcţia f : R? —> R, f(x,y) = 22 + 2V/32y — y? + 4. 


a) Să se afle valorile extreme ale funcţiei f în domeniul închis: 
D= ((zy) | £2? +y? < 1}. 


b) Să se determine mulțimea punctelor din plan pentru care există o vecinătate 
în care ecuaţia f(x,y) = 0 defineşte o funcţie implicită y = y(x) şi să se afle punctele 
de extrem local ale acestei funcţii. 


acos —bsin0 asin +b cos 0 


III. Fie M = ( ), în care a, b şi 0 sunt numere reale date. 


asin0+bcos6 —a cos 0+b sin 0 
a) Să se scrie M sub forma M = aA + bB şi să se calculeze A?, B? şi AB + BA. 


b) Să se determine M”, n număr natural. 
2n 1 
Y o2 p2 z Ă _ak=1 La k 
c) Dacă af + b? < 1, să se calculeze im d 1) z™ ; 


IV. a) Să se determine ecuaţia suprafeţei formată din toate acele puncte ale 
spaţiului care sunt egal depărtate de dreptele Di : z = y = z şi Do: x-1 = y= —z. 


2 i f z 
b) Se consideră matricele A = (= 4 2 ) şi X = C) Să se determine 
+j -i z 
coordonatele centrului de simetrie al curbei de intersecție dintre suprafața 


X*'(A + A)X — 32 = 0 şi planul z + y +z — 2 = 0, unde X! şi A! reprezintă 
transpusele matricelor respective. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil teoretic, 2013-2014 


I. Fie J un interval nedegenerat al axei reale, f : I — R o functie de clasă Cl 
pe I şi g : I > R, g(x) = |f (x)|. Să se demonstreze că există o mulţime cel mult 
numărabilă Eş C I, cu proprietatea că g este derivabilă pe INE;. Să se dea exemplu 
de functie f : [0; 1] — R de clasă C! pentru care mulţimea Ey este infinită. 


2013 —_ Î > 


II. Câte soluţii are ecuaţia x în Zoo14? 


III. a) Arătaţi că dacă un paralelogram este înscris într-o elipsă, atunci centrul 
lui coincide cu centrul elipsei. 


b) Arătaţi că dacă un dreptunghi este înscris într-o elipsă care nu este cerc, atunci 
laturile sale sunt paralele cu axele de simetrie ale elipsei. 
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c) Aflaţi aria minimă a elipselor circumscrise unui dreptunghi dat. 


IV. Fie m,n numere naturale şi A e M,„(C) o matrice cu proprietatea A” = In. 
Să se arate că: 


rang (A — 201) + rang (A — c1In) +... + rang (A — Em-1 In) = n(m — 1), 


unde {£0,£1;,..-,Em-1} = {2z EC|z2™ =1}. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2013-2014 


I. Fie a > 0 şi f : R? >R, 


f(x,y) = e7 +ay z2 + y2, V(z,y) € R?. 


Arătaţi că f are un unic punct de extrem local; demonstraţi că acesta este punct de 
minim global pentru f. (Folosiţi eventual inegalitatea et > t+ 1, Vt € R.) 


II. i) Să se determine a,b € R astfel încât pentru orice n € N* să aibă loc relaţia 


T 1 
| (az + ba?) cosnzdr = — 
0 


n2’ 


ii) Să se arate că 


TII. Se consideră spaţiul vectorial real V = C[0, 27] şi endomorfismul 
27 
T:V >V, T(f)(2)= I 4sin?(z + y)f(u)dy, f E€ Vize [0,27]. 
0 


a) Daţi exemplu de 2014 funcţii liniar independente din Ker T. 
b) Determinaţi valorile proprii nenule şi vectorii proprii corespunzători pentru T. 
IV. Fie a,b,n numere naturale astfel ca 0 <a <b<nşi0<a+b-n. Să se 


arate că pentru orice număr natural c cu proprietatea a +b— n < c < a există două 
matrice A, B € M,„(C), astfel ca rang A = a, rang B = b şi rang (A: B) =c. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil mecanic, 2013-2014 


2 a2 
1. Fie f:R2—R, Jeg T T. (x,y) 7 (0,0) 
0, (x,y) = (0,0). 


a) Să se studieze existența derivatelor parţiale de ordinul întâi. 
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b) Să se studieze diferenţiabilitatea, în (0,0). 

c) Să se verifice dacă f”vy(0,0) = f”ys(0,0). 

d) Să se studieze natura seriei numerice 5 FY, nÊ) pentru a, b € R. 
nal 


II. Sà se calculeze 


COS £ 


id= a arctg(a cosx) 4, 
0 


unde a € R. 
III. Fie f : D > R, f(x,y) = (x+y)e™® -8 , unde D = { (x,y) € R? | r?+y2 < 2}. 


a) Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei f. 


b) Să se determine imaginea funcţiei f. 

IV. Fie planul 7 : 2x +y -— 2z +5 = 0 şi punctele A(2, —5,0) şi B(0, 1,2). 

a) Să se determine poziţia relativă a sferelor centrate în A, respectiv B, tangente 
la planul rr. 

b) Să se determine punctul M € m pentru care dist(M,A)+dist(M, B) este 
minimă. 


V. Fie g, d, ce Vz trei vectori liberi necoplanari şi 


d 
astfel încât ||ul| = 2, |v] = 1, wl] = 3, m(ă,) = 5, MU, ð x w) = 
a) Să se afle volumul paralelipipedului construit pe suporturile cu origine comună 
ale vectorilor ă, b şi € 
b) Se consideră T : V3 — V3 un endomorfism astfel încât T(&) = d, T( = w, 
T(@) = T. Să se calculeze T24 (T + J + k). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil teoretic, 2014-2015 


I. Fien € N, n > 2. Arătaţi că orice element din Z, se poate scrie ca produs între 
un element idempotent şi unul inversabil dacă şi numai dacă n este liber de pătrate. 


II. a) Fie p > 3 un număr prim şi A € M,(C) o matrice cu proprietatea că 
tr(A) = 0 şi det(A — Ip) # 0. Să se arate că AP Æ Ip. 
b) Să se arate că pentru orice număr natural compus n > 4 există matrice A E€ Mn (C) 
cu proprietăţile tr(A) = 0, det(A — In) # 0 şi A” = hn. 


III. Sà se demonstreze că cea mai micà constantă pozitivă C cu proprietatea cà 
orice funcție continuă f : [0, 00) — (0,00) satisface inegalitatea 


lra" 


penru orice a > 0, este C = 2. 
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IV. Fie m,n € N* şi K un corp comutativ. Să se arate că: 
a) Există un morfism nenul f : m(K) > Mn(K) dacă şi numai dacă m < n. 
b) Există un morfism unitar f : m(K) > Mn(K) dacă şi numai dacă m |n. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2014-2015 


I. Fie P> mulţimea polinoamelor de grad cel mult 2 cu coeficienţi reali şi funcţia 
J : Pa — R definită prin 


Poe f [f (@)Pdz. 


Dacă Q = {f € Po | f(1) = 1}, arătaţi că J are minim pe Q şi găsiţi f € P2 pentru 
care acest minim este atins. 


II. Fie A € M3(R) o matrice cu proprietatea A? = A + I3. 
a) Arătaţi că matricea A este inversabilă şi să se determine valorile ei proprii reale cu 
o zecimală exactă. 
b) Să se arate că det A şi det(A — 13) au acelaşi semn. 
c) Să se arate că aplicaţia f : M3(R) > R, f(X) = det(AXA-L, este diferenţiabilă 
şi să se detrmine punctele ei critice. 


III. Fie n > 0 un număr întreg şi Tən polinomul lui Taylor asociat funcţiei cosinus 
în 0, adică 


nr nE q2k-2 
Tonla) = SC 
k=1 
şi fie 
An i Tal) — cosz , 
0 m n+2 
) Să te că T, z I >1 
a ; n = În n > 1. 
ă se arate că CESEN 1 
b) Să se calculeze Jn, ştiind că I IDT Je = z 
0 IL 


IV. a) Fie p > 3 un număr prim şi A E€ M,(C) o matrice cu proprietatea tr( A) = 0 
şi det(A — Ip) 70. Să se arate că AP Æ Ip. 
b) Să se arate că pentru orice număr natural neprim n > 4 există matrice A E€ Mn (C) 
cu proprietăţile tr(A) = 0, det(A — In) # 0 şi A” = In. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2014-2015 


a 2 e g 
. Fie S = | il4 — dr. iliți dacă S- I = 1. 
I. Fie § D (« E z) şi I i Zn? dz. Stabiliţi dacă S 
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II. Se consideră funcţia f : R2 x (0,00) — R definită de f(x,y,z) = 27°07. 
a) Să se arate că ecuaţia f(x, y,z)—z+1 = 0 defineşte o functie implicită z = z(x,y) 
în vecinătatea punctului (1, 2, 2). 
b) Pentru funcția z = z(x,y) definită la punctul a), să se scrie polinomul Taylor de 
gradul 2 în jurul punctului (1,2). 
c) Aflaţi punctele de extrem local pentru funcţia g definită de 


g(x,y) = f(z.y,3) -37% Er 


III. Fie vectorii vı = (1,1,1), v2 = (1, —2, 1), v3 = (1,0,—1) şi w = (6,0,0) din 
R3. 
a) Să se arate că B = {v1, v2, v3} este o bază ortogonală în R? faţă de produsul scalar 
obişnuit şi să se găsească componentele vectorului w relativ la baza B. 
b) Fie T : R? — R? transformarea liniară astfel încât T (v1) = 2v1 + v2 + v3, T (v2) = 
—v + 2v2 — v3, T (v3) = vi — va + 2v3. Să se găsească matricele transformării liniare 
T relativ la baza B şi la baza canonică. 
c) Să se determine valorile proprii şi subspaţiile proprii corespunzătoare transformării 
T şi să se calculeze 2015. 
d) Fie forma pătratică Q = (27)? — (y')? + 2(2)?, dată în baza B. Scrieţi expresia 
formei pătratice Q în baza canonică a spaţiului Rĉ. 


IV. Se consideră familia, de plane 
Ta: (A? — 2A + zh (A? +23 + 2)y + (2A? +23 + 4)z — X +2å—-1=0, AER. 


a) Să se arate că există un punct fix care este conţinut în toate planele familiei m). 
b) Să se determine coordonatele simetricului originii O faţă de planul ro. 
c) Există sfere din familia 


Sy: £? +y? +2 — 2r —6y+42—1=0, AER 


tangente la planul 70? 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil teoretic, 2015-2016 


I. Găsiţi numerele întregi z cu proprietatea că 2016 + g?015 + ,,, +g +1 se divide 
prin 2017. 


h 


II. Calculaţi jim > Ei 


III. Considerăm subcorpul k = {a + bi + cj + dk | a,b,c,d e Q} al corpului 
cuaternionilor. Arătaţi că: 
a) Oridinul oricărui subgrup finit al lui (K (0), - ) este de forma 2%-3/, cu a, Be N. 
b) Orice subgrup comutativ finit al lui (K\{0}, - ) are ordin 1,2,3,4 sau 6. 


IV. Considerăm şirul de discuri (D, rex», discul D, având rază L, Determinaţi 
latura minimă a unui pătrat în care pot fi amplasate fără suprapuneri toate discurile 
Dn, n E€ N*. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2015-2016 


i 2 pHo si y . i ; 
I. a) Ştiind că J sul > da = 3, să se calculeze integrala improprie 


+ (sin 2)2 
= | (sin +) dz. 
0 


£ 
; . S 1 

b) Să se determine suma seriei 5 Ifin) unde f(n) = ——. 

aai arctg 5 


II. Fie A € Mn (R) o matrice cu valorile proprii reale şi distincte A, X2,... Àn, 
cu —1 < à; < 1, i = 1,...,n. Presupunem că suma elementelor de pe fiecare coloană 
este 1, iar sumele elementelor de pe linii sunt egale. 

a) Să se arate că 1 este valoare proprie a matricei A, iar vectorul (1,1,...,1) este un 
vector propriu corespunzător valorii proprii 1. 
b) Să se calculeze im (4 (£1, £23- --, En)” ). 


III. Considerăm şirul (£n)n>1, cu 0 < xı < 1, dat de recurenţa zi = Zn(1— £n), 
pentru orice n > 1. 
a) Să se arate că (n + 1)zn < 1, pentru orice n > 2. 
00 


b) Să se studieze convergenţa seriei 5 za, unde a este un parametru real. 
n=l 
IV. Să se arate că pentru o matrice A € M,„(C) următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 
a) Æ? = A. 
b) rang A+ rang (Ip — A) =n. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil mecanic, 2015-2016 


90 2n+1 
I. a) Să se determine mulțimea de convergență a seriei de puteri S(x) = 5 a 5. 
n=0 
b) Să se dezvolte în serie Taylor în jurul originii funcţia F : (—2,2) > R, f(x) = 
In 2+2 


2—z: T i 
c) Să se calculeze suma seriei > n 1-2 


x20154 2015 —y2016 


II. Fie functia f : R244(0,0)) > R, f(x,y) = Toos eos * € 


a) Să se calculeze lim z, y). 
) cz aa v) 


e 


f(z,y), (x,y) 7 (0,0) 
b) Să se studieze diferenţiabilitatea funcţiei g : R? — R, g(x, y) = i 
0, (x,y) = (0,0). 


c) Să se calculeze lim F(z, v) 
(x,y)=>(0,0) £ +Y 
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III. Se dau sfera S : £? +y? +2? = 1 şi planul (r) : 227+2y+z2—9=0. 
a) Stabiliţi poziţia sferei fată de planul (7). 
b) Să se scrie ecuaţia simetricei sferei S faţă de planul (7). 
r? +y =4 
c) Aflaţi sferele care conţin cercul T : i i şi sunt tangente sferei S. 
Z = 


IV. Fie M2(R) spaţiul vectorial al matricelor reale cu 2 linii şi 2 coloane şi fie 
B = (Eul = (50), E12 = (06), E21 = (90), E22 = ($ 9) 


baza canonică asociată. Fie T : V — V transformarea liniară definită prin T(A) = 
2A + 34t, unde At înseamnă matricea transpusă. 
a) Să se arate că matricea mp(T) a transformării T în baza canonică B este: 


b) Să se scrie matricea transformării T în baza 
B ={F; = (50) F2 = (15) PF = (09), Fa = (GD) 


c) Să se determine nucleul şi imaginea transformării T şi să se verifice teorema di- 
mensiunii pentru aplicații liniare (teorema rang-defect). 

d) Să se determine valorile şi vectorii proprii (în baza B) pentru transformarea T. e) 
Să se calculeze T?®!6 (( 1, 3)). 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil teoretic, 2016-2017 


I. Fie n e N*. Decideţi dacă limita 
lim EE a Ai 2 
(21,72,...,2n)—(0,0,...0) r? + ga Faas T2 


există. In caz afirmativ, determinati-o. 


II. Fie G şi H două subgrupuri ale grupului aditiv Q/Z. Arătati că G şi H sunt 
izomorfe dacă şi numai dacă ele sunt egale. 


III. Fie numerele reale a,b,c,d cu proprietatea că a,b,c nu sunt toate nule. 
Determinaţi distanţa de la planul de ecuaţie az + by + cz + d = 0 la paraboloidul de 
ecuaţie z = z? + 2. 


IV. Considerăm un corp finit K de caracteristică diferită de 2 şi astfel încât 
|K| > 5. Arătaţi că orice element al lui K se poate scrie ca sumă de trei pătrate 
nenule din K. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2016-2017 


I. Considerăm matricea A = In — 2XXT, unde X = (z1,..., £n)! € R”, pentru 
care £1 + £2 +... +n Æ 0 şi 1? +2 +... +22 =1. 
a) Să se arate că matricea A este ortogonală. 
b) Aflaţi valorile proprii ale matricei A şi determinaţi o bază în raport cu care matricea 
A are forma canonică Jordan. 
c) Determinaţi X, ştiind că (1,1,...,1)7 este un vector propriu pentru A. 


II. Se consideră şirul de numere reale (£n)n>1, definit prin 


In = 5 =. Yn > 1. 


1<i<j<n 
Să se studieze natura seriei 
DO 
DE 
—, 
n=1 Tn 


unde a este un parametru real. 


III. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune finită, şi T,S : V => V două 
aplicaţii liniare, cu proprietăţile T o S = T şi SoT= S. 
a) Să se arate că rang T = rang S. 
b) Să se arate că dacă aplicaţiile T şi S au aceeaşi imagine, atunci S = T. 


IV. Fie c > 1 şi f : [0,c] — R o funcţie continuă, crescătoare, cu f(0) = 0 şi 
f(1) = 1. Să se calculeze 


> 1 
lim = 
tN 0 t 


f fæ) Gæ +t) - flo) 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil mecanic, 2016-2017 


I. Fie functia f : R? —> R, f(x,y) = (1 + e”) cosg — ye”. 
a) Să se calculeze extremele locale ale funcţiei f. 
b) Să se demonstreze că ecuaţia f(x,y) + 2 = 0 defineşte o functie y = y(x) în 
vecinătatea punctului A(7,0). Calculati y” (r). 


œ „0 
c) Să se studieze convergenţa seriei >p_. Dr) „zi, TER. 
1 
II. Fie funcţia f : DC R? —> R, f(x,y) = —————, unde D este domeniul 
(z — a)(b — y) 


maxim de definiţie şi a,b E€ R, a < b. 
a) Să se arate că integrala I (a,b) = f? V f(x, x)dx este convergentă. 
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b) Să se calculeze integrala 7(a,b). 
02017 f (2 27) 


c) Să se calculeze 9100891005 23° 2 


III. Considerăm operatorii liniari Tm : R? > R5, m € R, pentru care Tm(e1) = 
—mea + Mez, Tm(e + e2) = es — mez + (m + 1)e3, Tm(€1 + e + e3) = (1 + m)es + 
(1 — m)ez + (1 + m)ez, unde {e1, e2, e3} este baza canonică din R3. 

a) Aflaţi matricea Am a operatorului Tm în baza canonică. 

b) Aflati m € R pentru care Tm este izomorfism. 

c) Aflaţi m € R pentru care Tm este diagonalizabil. 

d) Pentru m = L, aflaţi o bază în raport cu care Tm are forma diagonală şi aflaţi apoi 


lim (AË, < e1). 
k— oo 


TV. Se consideră fasciculul de plane Ta g : (a+8)xr+(a+8)y+(a—26)z—a+268 = 
0. 
a) Să se demonstreze că planele conţin o dreaptă comună şi să se determine ecuaţiile 
acestei drepte. 
b) Să se determine ecuaţiile planelor bisectoare ale planelor 7,0 şi To,—1- 
c) Să se determine locul geometric al centrelor sferelor de rază 1 tangente la dreapta 
comună, situate în planul P : x — y = 0. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil teoretic, 2017-2018 


I. Într-o elipsă E; se înscrie dreptunghiul Dı de arie maximă. În dreptunghiul 
D; se înscrie elipsa Ez care are semiaxele paralele cu laturile lui Dı ş.a.m.d. Se obţin 
astfel şirurile (En) şi (Dn). Arătaţi că 


X aria(En) = 2 aria(E1) şi Y_aria(D,) = 2 aria( D1). 
n=l n=l 


II. Considerăm dreapta de ecuaţii d: x +a = y +a = z — 2a şi sfera de ecuaţie 
S? : x?+y? +2? = 1. Determinaţi valorile parametrului real a pentru care există plane 
tangente la S? şi care conţin d. Pentru aceste valori ale lui a determinaţi ecuaţiile 
respectivelor plane. 


III. Arătaţi că o matrice A E€ M,(R) este simetrică dacă şi numai dacă există o 
bază ortonormată {u1,..., Un} în R” şi numerele reale A4,..., An astfel încât 


A = Auru +... + AnUnut. 


În cazul în care À; 7 Aj pentru orice i Æ j, precizaţi câte astfel de baze există. 


IV. a) Fie f : R —> R o funcţie indefinit derivabilă astfel încât există un număr 
întreg p > 1 pentru care f(P+I = f’. Să se calculeze 


(n) 
lim (40) „unde z € R \ {0}. 


n— oo 
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b) Să se calculeze 


n— o0 


e? —] (n) 
lim a ) „unde z € R \ {0}. 
z 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil electric, 2017-2018 


I. a) Dacă n este impar, n > 3, determinaţi toate matricele simetrice 
A € Mn (R) care verifică Tr(A”7+) = det(A) < n”. 
b) Dacă n este impar, n > 3, şi matricea simetrică A € M,„(R) verifică relaţia 
Tr(A"-1) = det(A) = n”, arătaţi că A? = n? In. 
c) Dacă n este par, n > 4, arătaţi că există o matrice simetrică A E€ M,„(R) care 
verifică Tr(A71) = det(A) = n” şi A? £ n?n. 


II. Fie f : [1,00) — (0,00), continuă, astfel încât fro dz este convergentă. 
1 


a) Să se arate că, pentru orice n € N*, există un unic an € [1, 00) astfel încât 
an oo 
1 a" f(a) dz = ji f(a) da. 
1 1 


oO 
b) Să se calculeze lim a şi să se studieze natura seriei J` (a, — 1). 
n= o0 n=1 


III. Fie A e Mn (C) o matrice pătratică. Să se arate că: 
a) rang A” = rang A”+t, 
b) există matrice B € M, (C) cu proprietatea rang Bl rang B”; 
c) toate matricele B € Mn (C), pentru care rang B"1 Æ rang B”, sunt asemenea 


între ele (similare). 


IV. Fie f : R —> R o funcţie indefinit derivabilă astfel încât există p € N* pentru 
care fP+)) = f!. Să se calculeze următoarele limite de şiruri: 


a) lim ia) TER. 


n—= o0 T 
z (np) 
b) lim n (#40) O eR. 
n— o0 Æ 
—1 
c) lim a( ) „ veR:, 
n—oo £ 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
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Faza națională, anul I, profil mecanic, 2017-2018 


gr?y?t8 $ arctg (zf Aa pp2018) 
I. Fie funcția f Š R2 — R, f(x, y) = | xé + y2018 , (x,y) Z (0, 0) 
1, (x,y) = (0,0) 


a) Arătaţi că f este continuă pe R?. 


b) Studiaţi existenţa derivatelor parţiale în (0,0). 
c) Studiaţi natura seriei 5 n“: f(n,0), pentru a €E R. 


n=1 


II. Fie Ro[X] = {a X? +bX +c | a,b,c € R} spaţiul euclidian cu produsul scalar 
1 
(o) = | FO gla)de, vhge RX] 
—1 


a) Calculati (pa, p2), unde pı = X + 2018 şi po = gag X”. 


b) Aflaţi o bază şi dimensiunea spaţiului vectorial W = {p € R2|X] | p L q}, unde 
q= X?. 


c) Folosind procedeul de ortogonalizare Gramm-Schmidt, să se ortonormeze baza 
aflată la punctul b). 


III. Fie functia f : R? —> R, f(x,y) = x? + 8y? + 27. 
a) Aflaţi extremele locale ale funcţiei f. 
b) Aflaţi punctele de extrem ale funcţiei f cu legătura g +y =l. 
4) Aflaţi maximul şi minimul funcţiei f pe domeniul compact D = ((x,y) € R? | z? + 
y SI). 


IV. Fie sfera (S): x? + y? + 22 — 2x — 4y — 2z — 3 = 0 şi familia de plane 
(Ma): xr +2y+z+A=0,A ER. 
a) Aflaţi A € R astfel încât planul (II) să fie tangent sferei (S). 


b) Determinaţi coordonatele centrului şi raza cercului (T) de intersecţie dintre sfera 
(S) şi planul (Io). 


c) Aflaţi ecuaţia sferei ce conţine cercul (T) şi trece prin punctul M(1,2, —4). 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil teoretic, 2018-2019 


z—y=0 
I. Se consideră punctele A(0,0, 1), B(6,0,0) şi dreapta d: j „Să se 
zZz = 
găsească coordonatele punctului M € d pentru care suma distanțelor la punctele A 
şi B este minimă. 
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II. Două matrice A, B e Ma(R), unde R este inel comutativ şi unitar, se numesc 
aritmetic echivalente dacă există U, V e Mo(R) inversabile astfel încat B = UAV. Să 
se arate că matricele (* % ) şi ($ 9) din Ma(C[X, Y, Z]) nu sunt aritmetic echivalente. 


III. Fie n > 2 un numar natural. Se consideră funcţia f : R” —> R, 
za, 
1<i<j<n 


= , (£1,..., £n) E R”\{(0,...,0)} 
Flic tn) = Yz 


a, (Tiata) = 00 asa 0) 
Să se determine valorile a € R pentru care graficul funcţiei f este conex. 


IV. a) Fie n e N*. Să se calculeze 


nl r)+r+ Ë+... +Z 
m= ( ) TSi n dg. 
0 P H 


b) Fie a € R şi b > 0. Să se arate că integrala 


Mad) = f E H (24 a) th dx 


este convergentă dacă şi numai dacă a = 1 şi b = 2 şi în acest caz să se calculeze 
J(1,2). 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil electric, 2018-2019 


I. Să se arate că, oricare ar fi a € C, a Æ 0 şi oricare ar fi matricea A € Mn (C), 
n>2 


4 


rang (aA — A?) = rang A+ rang (al, — A) — n. 
Este valabilă afirmaţia pentru a = 0? Justificaţi. 


II. Fie (an)n>3 un şir descrescator de numere pozitive. Să se arate că seriile 


= an 2 = an An+1 
2 n(In n)? ŞI > ln(n— 1) ln(n+1) 


sunt convergente. 


III. Fie funcţia f : [a, +00) — (0, +00) continuă şi monotonă astfel încât ~ f(a)da 
este convergentă. Graficul lui f, împreună cu dreptele y = 0 şi z = a, mărgineşte un 
domeniu de arie A > 0. 
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Arataţi că, pentru orice n € N*, există punctele zi, z2,..., Zn E [a, +00) astfel încât 
dreptele de abscise x, k = 1,n, paralele cu Oy, împart domeniul de mai sus în n 
părţi de arie egală. 


b) Fie şirul (an)n>ı dat prin 


1 n 
ün = =D A(z), Yn > 1. 
k=l 


Arătaţi că V, volumul corpului obținut prin rotația graficului funcției f în jurul axei 
Oz, este finit şi că 


A 
IV. Fie matricele A, B e M,„(C) astfel ca A? + B? = 2AB. 

a) Să se arate că (AB)” = On. 

b) Să se arate că A şi B au aceleaşi valori proprii. 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2018-2019 


; 1 
(72015 + p020) sin aa v) 7 (0,0), 


0, (x,y) = (0,0). 
a) Aratati că functia f este continuă în (0,0). 


b) Studiaţi diferenţiabilitatea functiei f în (0,0). 


I. Fie funcţia f : R? — R, f(x,y) = 


c) Discutaţi natura seriei 


5 ni-“f(n,0), unde a E€ R. 
n>1 
II. Fie F : R? — R, F(x,y, z) = 23 +z + 20(x? + y?) — 8(zy + £ + y). 


a) Determinaţi extremele locale ale funcţiei z = z(x,y) definite implicit de ecuaţia 
F(z,y,z) =0. 


b) Calculati integrala 
ji * P(sin?? t — sin2019 £ Oydt. 
0 


III. Fie aplicaţia liniară T : R? — R?, T(x, y) = (2018x +2019y, —2017x +2018y). 


a) Arataţi că matricea aplicației liniare T în baza B = {fı = (1,1), f2 = (0,1)} a 
spaţiului vectorial R? este A = (4 2019) 
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b) Arataţi că matricea. A este diagonalizabilă şi determinaţi baza în care matricea lui 
T are forma diagonală. Calculaţi A2019. 


c) Dacă X e M(R), X 7 Oz are proprietatăţile X2019 = X şi det(X) = 0, ce valori 
poate lua Tr (X), unde Tr (X) este suma, elementelor de pe diagonala principală a 
matricei X. Determinaţi valorile proprii ale lui X în acest caz. 


IV. Fie familia de plane: 
Py: (4—3A)r+ (2å— 1)y+5z—-5=0, AER. 
a) Aratati că toate planele P) trec printr-o dreaptă fixă dı şi determinati ecuaţiile 
parametrice ale acesteia. 


b) Scrieţi ecuaţia planului Q perpendicular pe planele Ph, VA € R, care conţine 
dreapta do : £x = —y = —z. 


c) Determinaţi ecuaţia suprafeţei descrise de punctele egal depărtate de dreptele di 
şi də. 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


Enunţuri - anul II 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul II, profil mecanic, 2001-2002 


I. a) Să se determine funcţia olomorfă f dacă: 
Im f = e“ sin(y); f(0)=1. 


b) Se dă: Re f = y(x? +y?); pe C?; se cere funcţia olomorfă f. 


II. a) Să se dezvolte în serie Laurent funcţia: f(2) = : I pentru: 


z2 
i) 0< |z —1| < 2; îi) |z—1| > 2; îii) |z| < 2. 


b) Să se calculeze integralele: 


27 
z 1 
SS f poa n= | pagina e 


lz]=R>0 


d = IT + 5y 


jerii Se cere: 


TII. a) Se dă sistemul: i 


i) soluția generală şi stabilitatea soluţiei banale; 
ii) soluţia, particulară, dacă z(0) = 1; y(0) = —1. 
b) Fie polinomul P(A) = A’ + 6A? + 12A + 8. Să se verifice dacă este stabil. 


TV. Să se rezolve, folosind transformarea!Laplace 
a) y” — 2y' + y = sin(t) + 4e™* + 2e; y(0)=0; y(0)=2. 
E l Poe 
y =r-y y(0)=1. 
Notă. Timp de lucru 3 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2002-2003 


I. a) Să se determine funcţia olomorfă f, dacă Re (f(2)) = e” cosy, f(0) = 1. 
b) Să se determine funcţia olomorfă f, dacă Im f = p(2), pe 02. 


1/2 


l-z’ 


II. a) Să se dezvolte în serie Laurent funcţia f(z) = 0 < |z| < 1 şi să se 


calculeze 


J a E A E 
|z|=R 
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oo 2 
b) Să se calculeze integrala I = J ai folosind teorema reziduurilor. 
L 

—00 


III. Să se rezolve cu ajutorul transformării Laplace ecuaţiile: 

a) y” — 2y + y = etcos2t,y(0) = 1, y'(0) = 1. 

b) x(t) + (6) — 2f z(s) sin(t — s)ds = cost + sht, z(0) = 1. 

IV. a) Să se dezvolte în serie Fourier funcţia f : R —> R,f(z) = f(x + 2r), 
Vz e R, f(x) = e,z € |-r,T),a € R. 

b) Aceeaşi problemă pentru f :(—-r, r) —> R, 


1 — a cosg 


f(x) 


la] <a. 
1 — 2acosz + a? aj 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2003-2004 


I. Să se determine funcţia olomorfă f dacă 


u(x, y) = Re (f(2)) = 3 


1)=1. 
i call 


II. Să se determine soluţiile ecuaţiei cosz = 5. 
z . sin z 
III. Să se calculeze integrala: I = PeT dz. 
4r2+9y2=36 
1 
z2+ 2-6 
a) |z| < 2; b) 2 < |z| < 3; c)]z| > 3; d)|z — 2| < 1. 


IV. Să se dezvolte funcţia f(z) = 


în serie, în domeniile: 


V. Să se calculeze integrala, folosind teorema, reziduurilor: 


h dx 
a J (£2 + a2)? (x2 + b2) a>b>0. 


VI. Să se calculeze integralele, folosind teorema reziduurilor (discuţie după a): 


27 


27 
am = | ză n = | 2a dz, nE N,a ER,ļa| £1. 
0 


L, $ 
1 — 2a cos z + a? 1 — 2a cos x + a? 


VII. Să se rezolve sistemul: 


i t=x-— y+2sint i x(0) = ei z = z(t) 


y>= 20 —y 
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p+il 
p2+2p+a! 


VIII. Să se determine funcţia original dacă F'(p) = a € R (discuţie 


după a). 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Sunt obligatorii 6 subiecte la alegere. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul II, profil electric, 2004-2005 


I. Să se calculeze, folosind teorema reziduurilor, integrala I = J 22e=+1 dz, unde 


T 


1 
z- i|=R), RAŠ, R>0 


T= 
fzec | 7 


este un drum parcurs în sens trigonometric o singură dată. 
II. Să se determine dezvoltarea în serie Fourier a funcției periodice, definită prin 
0, -r <r<0 
»=l z/2, 0O<z<r. 


oO 


1 
Folosind această dezvoltare, determinaţi suma seriei 5 e 
so (2n +1) 


III. Folosind transformarea Laplace să se rezolve ecuația 


L” (t) — 2x" (t) — 7 (t) + 2z(t) = 5sin 2t, 
cu condiţiile inițiale z (0+) = 1, z’ (0+) = 1, z” (0+) = —1. 
IV. Să se determine soluţia în L! N L? a ecuaţiei integrale Fourier 


1 
1+2 


f atis 
0 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2004-2005 


I. Să se determine funcţia olomorfă f, ştiind că: 


eaae srna ( 


II. a) Să se rezolve sistemul prin diferite metode: 


y+2z—y=0 1 
b z(0 $ 
2x' + y” = 2t — cos(2t) 2 


2 


a ; 2 
piece 
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b) Să se rezolve ecuaţia, integrală: 


t 


p(t) — J e™”(t — u)plu)du = cost. 
0 


III. Să se calculeze integralele: 


27 
in(2nz) 
2 4 92 + 1je Zi dz; b) | pa E. NI 
a) J (2% +22 + l)e z; b) r z, n 2.3, 
|z]=2 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2005-2006 


I. a) Să se calculeze folosind reziduuri I unde y este frontiera domeniului: 


dz 
aik 


D= (ze C||z|< R,0 < argz <r}. 


dx 


b) Calculati | TE 


II. Determinati funcţia g din relaţia: 
T 
z 2 
1 g(u) sin utdu = D t= 2r 
0 
0 


III. Să se rezolve ecuaţia diferenţială folosind transformarea Laplace 


x” —2a! +x = é, x(0) = 0, x'(0) = 1. 


Notă. Timp de lucru 2h 30 min. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2005-2006 


I. Să se determine funcţia olomorfă f, ştiind că: 


a) Im (f(2)) = arctg (5), fa) =0. 


b) Re e) =o (2 HeY pe ca. 
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II. Folosind teorema reziduurilor, calculaţi următoarele integrale: 


1 
a) sel 2 -sin (2) adr >o, 
|z|=r 2 


+00 1 
b) 2 = a de. 
) h ji (22 + 1)2006 °” 


III. a) Folosind transformarea Laplace, să se rezolve ecuaţia 
t 
g+ | =. g(udu= e", g0) = p00)=0. 
0 


b) Să se calculeze transformata Fourier a funcţiei: f(x) =e-2/2, x € R. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2006-2007 


I. Să se rezolve ecuaţiile: 


a) ry” — (x + 2)y' +y=0. 
b) z?y” — ay +y = lng, z > 0. 


2! = da + 22 
II. Să se rezolve sistemul 4 y’ = 2 — 2z 
2! = 2x — 2y. 


III. Fie y : R —> R de clasă C?, v : R? —> R, v(x, y) = y(x? — y?). 
a) Să se determine p, astfel încât v să fie armonică. 


b) Determinaţi funcția f olomorfă, pentru care Im (f) = v(x, y). 


c) Calculaţi J f(z) -sinz 


2 
lz]=1 2 


dz. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2006-2007 


I. Să se determine funcţiile olomorfe f = f(z) ştiind că: 
a) Re f(z) = e?(z cosy — ysiny); f(0)=0. 
b) Re f(2) = (2) ; p € C? (R* x R). 


II. a) Să se dezvolte funcţia f(z) = în serie, în domeniile: 


22+ 2-6 
i) |z] <2; ii) 2<|z]<3; iii) |z] > 3; iv)þk-2|>1. 
b) Să se rezolve în C ecuaţia sin z = 2. 


III. Folosind teorema reziduurilor, să se calculeze integralele: 


66 Enunţuri - anul II 
a) t=] e= dz; R> 0, RÆ; 
|z|=R 


T da 
b) DL = — R\{—1,0,1}. 
) I f TTT !€ LA 


IV. Să se rezolve sistemul: 
a! — 4x — y = —36t z(0) = 0 
y + 2 —y = —2et y(0) =1. 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva, la alegere, 3 subiecte. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profilele electric şi mecanic, 2007-2008 


I. Să se rezolve problema Cauchy: 


y"! — 3y' + 2y = ae”, y(0) = 0, y'(0) = 0, y” (0) = — >. 


II. Să se rezolve problema Cauchy: 


4 -2 2 1 
Y'=AY, A=| -5 7 —5 |, yY@=|0 
-6 6 —4 E 


III. Determinaţi funcţia olomorfă f = f(z), ştiind că: 


Im (/(2)) = ln(x? +y?) +x —2y, (+) = —i—3+2inV2. 


IV. Folosind teorema reziduurilor, calculaţi integrala: 
27 
d 
I = 1 o 
o 4-sinf gx 


V. Calculaţi integrala, folosind teorema reziduurilor: 


šel zel/(-Ddz, R>0,RÆ£1. 
lz]=R 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva, la alegere, 4 subiecte din cele 5. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2008-2009 


—2 1 1 
I. Să se rezolve sistemul de ecuaţii diferențiale Y’ = AY, A= | 1 —2 1j, 
1 1 -2 
0 
cu condiţia Y (0) = | —1 
1 


II. Fie p,q,r : (a,b) C R > R; q(xz,0) > 0; r(x,0) > 0, Yx € (a,b). Arătaţi că 
nicio soluție a ecuaţiei r(x, y')-y” +p(x,y')-y' = q(x, y')-y, nu poate avea un maxim 
interior pozitiv sau un minim interior negativ. 


TII. Să se calculeze f 22. e22/(2+*Daz, under: z? +y? +2 =0. 
r 


a ? i z? +y? 
IV. a) Să se determine funcția f olomorfă, dacă Re(f) = g ; 


x 
p € C?(D), unde D este domeniul maxim de definiţie. 


b) Calculaţi j f* (2) - sinz dz, unde R > 0 şi f este functia olomorfă de la 
|z|=R 
punctul a). 


27 
V. Calculaţi, folosind teorema reziduurilor, I = f n i; 
o (3+ cosx) 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2008-2009 


I. a) Să se determine F € C2(R), astfel încât F(t(x,y)), t e C?(R* x R), 
I i2 
t(x, y) = E să fie funcție armonică. 
b) Să se determine funcţia olomorfă f = f(z) = u(x, y) + iv(x, y), ştiind că 
r? + 92 
Da a 


u(z,y) = F(t(z,y)), Fe C2(R), te C?(R* xR), t(£,y)= 


II. a) Să se determine reziduul funcţiei f(z) = (z — 1)3e77 înz =l. 
b) Folosind formulele Euler, să se determine soluţiile ecuaţiei sin z = i. 


III. Calculati integrala /„ folosind teorema reziduurilor: 


27 {= a2 „eine 
In =] 1 A — o dx, a€R, |a| #1 (discuţie după a). 
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; = z(0) =1 
IV. Să se rezolve problema Cauchy: | fi xi i ; i 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2009-2010 


I. Găsiţi soluţia problemei Cauchy: 


y” +y” — 2y = In(e? + 1), (0) = 1,y' (0) = 0, y” (0) = —1. 


II. Construiţi funcţia olomorfă f care verifică: 


T? +y? 


Re (100) =p (220), pede xR. 


III. Folosind formulele Euler, calculati: 


a) soluţia ecuaţiei tg (z) = 3-i; 
27 2 
cos? x 
b — d 
) f 5—3-sing 
IV. Să se calculeze: 


ze? 
a) E apeede: r>O0,neN. 


© a. sina 
b — d > 0 (di ie după a). 
) I paz 2 a > (discuţie după a) 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2009-2010 


I. a) Să se determine F € C2(R) astfel incât 


F(t(z,y)), tE CRx R), t(z,y) = Vr? +y- r 
să fie funcție armonică. 


b) Să se determine funcţia olomorfă f = f(z) = u(x, y) + iv(x,y), ştiind că 


u(x, y) = F((t(£,y)), FEC(Rx R), t(x,y)= yz? +y- r. 


II. a) Să se determine reziduul funcţiei f(z) = ze în z=2. 
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Y . .. . L 5i 
b) Să se determine soluţiile ecuaţiei tg z = %. 


III. Să se calculeze integrala I, folosind teorema reziduurilor: 


tg z 
ja J EA ig 
0,25£2+0.16y2=0.04 2°(2? + 1) 


IV. Calculati integrala J, folosind teorema reziduurilor (discuţie dupa a): 


i cos £ — 
ga Z 7 _dr,a€R,jļa|<1. 
„ L— 2acosz +a 


V. Să se rezolve problema Cauchy: 


í (t) -ylt) =t í z(0) = z’ (0) =0 
y” (t) - z(t) =1. = = 0. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2010-2011 


afle soluţia, generală a sistemului diferenţial y’ = Ay. Se dă matricea 


— 


I. a) Să se afle soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 
(x? + 1)y” — 20 + 2y = £? +1, 2>0, 


unde y = x este o soluţie a ecuaţiei omogene. 
b) Determinaţi A € R astfel încât ecuaţia diferenţială 22y” + zy’ + Ay = 0 admite 
o soluţie nenulă pe (0, 00), ce îndeplineşte condiţiile y(1) = 0, y(e) = 0. 
z3 e2/(2— 1) 


III. Să se calculeze integrala I = I og dl 
T:|z]2—2 Re z=0 (z a 1) 


27 
IV. Calculaţi I S dx, n € N, (discuție după n). 


o 13 — l2cosz 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2010-2011 


I. Să se determine funcţia olomorfă f(z) = u(x, y) + iv(z,y), stiind că 


u(x, y) + v(z,y) = F(t(z,y)), Fe C2(R), te C2(R*xR), t(z,y) = - 
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II. a) Să se determine reziduul funcţiei f(z) = 23e!/(2-% în z = 3. 
b) Să se determine soluţiile ecuaţiei sin z = 25. 
III. Folosind teorema reziduurilor, să se calculeze integrala: 


sin z 
r= —— dz. 
9r24+25y2=225 22(22 + 4) 


IV. Folosind teorema reziduurilor, calculaţi integrala: 


27 
cos ng 
In = — ~ dz, a>0,b>0, neN. 
o b—iacosx 


V. Să se rezolve problema Cauchy: 


y” + 4y = 4(cos 2t — sin 2t), y = y(t) 
y(0) = 1, y(0)=3. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profilele electric şi mecanic, 2011-2012 


I. a) Să se determine p € C?(R) astfel încât p(t(z,y)), t € C?(R x R), 
t(x, y) = 25 — 3xy? să fie funcţie armonică. 

b) Să se determine funcţia olomorfă f = f(z) = u(x, y) + iv(z,y), ştiind că 
u(x, y) = p(t(z,y)), pe C2(R), t € C?(R x R), t(£,y) = £? — 3zy?. 


II. Să se dezvolte în serie Laurent funcţia f(z) = 


Z 
în vecinătatea punctului 
z 
z = n, precizând coeficienţii lui (z — m)”, pentru n = —1 şi n = 0. 
b) Să se calculeze integrala 7 folosind teorema reziduurilor, unde 


zZ 
r= — dz. 
lz—r]=1 Sın z 


III. Calculati integrala J, folosind teorema reziduurilor: 


27 
I= I (1 — cos t)” sin ntdt. 
0 


IV. Să se rezolve sistemul 


| a = a —y+ sint | z(0) = 0 tă + 


y = 27 —y 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2012-2013 


I. Calculaţi integrala complexă: 


po, in 2. 2 ua 
J€ ) sin (2 22 dz 


dacă Re (0,0%), RZI. 
II. Fie F : D =R x (-3,3) >R, 
F(x,y) = e” (ax cosy — bysin y), a,b E€ R. 


a) Ce relaţie trebuie să existe între a şi b astfel încât F să fie armonică? 


b) Construiţi f olomorfă, f : D —> C, astfel încât: 


Re f = F(x,y) + (£? -y?°), p€ C(D). 


III. Calculati integrala: 
Te l: x cos? (20127) 


-Zœ X? — 6x + 13 
IV. a) Determinaţi soluţia sistemului diferenţial Y’ = AY, unde am notat 
4 2 —6 
Y =Y) = (m(t) u(t) y(t), dacă A= | 2 1 -3 ) l 
—6 -3 9 


b) Ştiind că soluția sistemului de la punctul a) satisface condiția inițială 
Y (0) = (1,9,0), rezolvati în C ecuatia: 


sin z = yı (t) + y2(t) + y3 (t). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2012-2013 


I. Calculaţi integrala complexă: 


202 co [2.2 Na 
J€ ) cos | 7 7o) > 


dacă R € (0,0%), RÆ 1. 
II. Fie F : D =R x (-5,3) >R, 


F(x,y) = e (ax cosy — bysiny), a,b € R. 
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a) Ce relaţie trebuie să existe între a şi b astfel încât F să fie armonică? 
b) Construiţi f olomorfă, f : D — C, astfel încât: 


Re f = F(x,y). 


III. Calculati integrala: 


pa T xsin(5r) 


_o T4 + 2r? +1 


IV. a) Determinaţi soluţia sistemului diferenţial Y’ = AY, unde am notat 
Y = Y(t) = (y(t), y2(t), y3(t))*, dacă A = (x -i Th iar soluţia satisface condiţia 


iniţială Y(0) = (0,1, 1). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2013-2014 


1 
I. Calculaţi integrala: T = 


jzj=7 Z3sin 2 
II. Fie F:D=RxR—R, F(x,y) = az? — by? + cos(az)sh (by), a,b € R. 
a) Ce relaţie trebuie să existe între a şi b astfel încât F să fie armonică? 
b) Construiţi f olomorfă, f : C—C, f = f(z), f = u + iv, astfel încât: 
3u + 5v = F(x,y) şi f(0) = 0. 
cos x + cos 2x + ... + cosng 
(22 + 02 


IV. Determinaţi soluţia sistemului diferenţial Y’ = AY + b, unde am notat 
Y = YŒ) = (y(t) yt), b = ot) = (b(t), b(t), dacă A = (3), 
b(t) = (sint, cost)*, iar soluţia sistemului satisface condiţia iniţială Y (0) = (0,0). 


III. Calculati: im f 
n> J oo 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2013-2014 


I. Calculaţi integrala: T = 


3a 
y Z“ SMZ 


II. Fie F: D =R x R > R, F(x,y) = az? — by’, a,b E€ R. 


dz, unde y este curba |z| = 7. 


a) Ce relaţie trebuie să existe între a şi b astfel încât F să fie armonică? 
b) Construiţi f olomorfă, f : C —> C, f = f(z), f = u + iv, astfel încât: 
5u + 3v = F(x,y) si f(0) = 0. 


oO 


2 
III. Calculati integrala: I = i N Teo i 
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IV. Determinaţi soluţia sistemului diferenţial Y’ = AY + b, unde am notat 
Y = YŒ) = (y(t) yt), b = o) = (b(t), b(t), dacă A = (13) 
b(t) = (sint, cost), iar soluţia sistemului satisface condiția iniţială Y (0) = (0,0). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2014-2015 


I. Rezolvaţi sistemul de ecuaţii diferenţiale Y’ = AY, A = (: a a), care satisface 
condiţia iniţială Y (0) = (0, 0,3)*, unde a Æ 0. 
II. Fie u : R?\{(0,0)} > R, u(x, y) = 22, a,b E R, a £ 0. 


styr? 
a) Determinaţi a şi b astfel încât u să fie funcţie armonică. 
b) Construiţi f olomorfă astfel încât Re f = u, f(1) = a. 


c) Aflaţi soluţia problemei Cauchy y” — 2y' + y = te f(t), y(0) = 1, y' (0) = f(1), 
unde y = y(t), t E R. 
00. aa aina 2 
III. Calculati 1 ti erau i o nm 
0 (x? + 1)? 


IV. Fie In = J 


|z 
Arătaţi că e!? 1» € Z. 


1 2 1 
z? (sni +s+.. tsini) dz, unde R > 0 şi n € N*. 
I=R Z z 2 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2014-2015 


I. Rezolvaţi sistemul de ecuaţii diferenţiale Y’ = AY, A = (: a a), care satisface 
condiția iniţială Y (0) = (0,0, 3)‘, unde a £ 0. 
II. Fie u : R?\{(0,0)} > R, u(x, y) = £=, a,b E R, a £ 0. 


z2 +y? $ 
a) Determinaţi a şi b astfel încât u să fie funcţie armonică. 
b) Construiţi f olomorfă astfel încât Re f = u, f(1) = a. 


. [© sin’ 
III. Calculati | (22712 dz. 


IV. Fie In = 1 


|z 
Arătaţi că e!?1» € Z. 


1 2 1 
z? (sin +sin—+...+sin ) az unde R > 0 şine N". 
|=R Z z z 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2015-2016 


I. Dacă Y (t) = (x(t), y(t))ĒT este soluţia sistemului diferenţial 


Y' = AY, A=( Ji a,b < 0, 


ce îndeplineşte conditia inițială Y (0) = (0,2)7, calculati Jim (x(t) + y(t)). 
II. a) Construiţi funcţia f olomorfă, f = f(z), astfel încât: 
Re (f) = 22 — y? + e?p(y), unde pe C?(R). 
b) Calculati reziduurile funcției g(z = A. unde f este funcţia determinată la 
punctul a), ce satisface condițiile f(0) = 0, f(1) = 1. 


III. Fie In = je” 
a) h. 
b) In, pentru n > 2. 


unde n € N*. Calculati: 


dx 
5—4cos(ng)?’ 


sin(krz) 


IV. Calculati integrala complexă Ip = Sias rk Ca ae dz, unde k € N*, pentru: 
a) k=l; 
b) k = 2016. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2015-2016 


I. Dacă Y(t) = (x(t), y(0))7 este soluţia sistemului diferenţial 


ce îndeplineşte condiţia iniţială Y (0) = (0,2)7, calculaţi lim (x(t) + y(t)). 


II. a) Construiţi funcţia f olomorfă, f = f(z), astfel încât: 
Re (f) = (£? — y?) + e” cosy, unde pe C?(R). 
b) Calculati reziduurile funcției g(z = 7 Io, unde f este funcţia, determinată la 
punctul a), ce satisface condițiile f(0) = 0, f(1) = 1. 


dx 


III. Să se calculeze integrala I = js sde 


20162 
$ dz 


IV. Calculaţi integrala complexă Tk = f y], r=2016 -20107707 f2. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza localà, anul I, profil electric matematici speciale, 2016-2017 


I. Construiţi funcţia f olomorfă, f = f(z), f = u + iv, astfel încât: 


u + p(v) = x? — y°, unde pe C? (R). 


II. Calculati integrala 


1 
(z — 1)e== + sin nz 
I= dz. 
a =y 7 


III. Calculati, folosind teorema reziduurilor: 


lim 2" cos + cos(2z) +... + cos(nz) 


dz, unde n e N*. 
n>c0 Jo 5 — 4cos g 


IV. Determinaţi z(t) şi y(t), dacă 


| ză(t) + y(t) — 2 fo z(s) sint — s)ds = cost + sh t 
x(t) +y (t) = & 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric matematici speciale, 2016-2017 


I. Dacă Y (x) = (yı (£), y2(x), y3(£))T este soluţia sistemului diferenţial: 


e 1 1 
Y'= AY, A= 1 e 1 „a€R, 
1 1 e 


ce îndeplineşte condiţia iniţială Y (0) = (1,1,1)7, calculati lim Y(2). 
a——00 
II. a) Determinaţi funcţia f : C — C, f olomorfă, f = f(z), f = u + iv, astfel 
ja 
încât f(0) = n şi 
u =v + e? cosy + e°” cos(2y) +... + e”? cos(ny) neN, n>2. 


b) Pentru funcţia f determinată la punctul a), demonstraţi că soluţiile ecuaţiei 
z 


f(z) 


= 1 sunt pur imaginare. 


1 
III. a) Dezvoltati în serie Laurent în jurul lui zọ = 0 functia f(z) = cos? C) 
z 


b) Calculaţi integrala T = fjor 22017 [1 cos (2) — cost (+)] dz, unde R > 0. 
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IV. Calculaţi integrala I = S pr ay de unde nE N,n>2,aecR,a70. 
£ a“) 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil ne-electric matematici speciale, 2016-2017 


I. Dacă Y (x) = (yı (£), y2(2), y3(2))7 este soluţia sistemului diferenţial: 


et 1 1 
Y'= AY, A= l e 1 „a€cR, 
1 1 e4 


ce îndeplineşte condiţia iniţială Y (0) = (1,1,1)7, calculati lim Y(2). 
a——00 
II. a) Determinaţi funcţia f : C — C, f olomorfă, f = f(z), f = u + iv, astfel 
1_j 
încât f(0) = =n şi 
u =v + e? cosy + e°” cos(2y) +... + e”? cos(ny) neN, n>2. 


b) Pentru funcţia f determinată la punctul a), demonstraţi că soluţiile ecuaţiei 


Popa 


= 1 sunt pur imaginare. 


1 
III. a) Dezvoltaţi în serie Laurent în jurul lui 20 = 0 functia f(z) = cos? C) 
z 


b) Calculaţi integrala 7 = Siar 22017 [} cos (2) — cos? (+)] dz, unde R > 0. 


P 1 
IV. Calculati integrala I = fo mpe” unde n E N, n > 2, a >Q. 
£ a“) 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, - anii I şi II - profil electric matematici speciale, 2017-2018 


I. Construiţi f olomorfă, f : C —> C, f = u + iv, dacă 


i u(t, y)dt = yoz? —y°),  peci(R). 


i 
2k 


II. Fie T= | X sin ( = )az. Arătaţi că I € R şi 0 < I < 2r. 
|zl=1 k=1 


z, la| >1, neN, n>2. 


27 _ 
III. Calculati J i d d 
0 


(a + cosx 
IV. Determinaţi soluţia y = y(t), dacă 


1 
4 + cos(2t)! 


y" 4y = 
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Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil ne-electric matematici speciale, 2017-2018 


I. Să se determine funcţia f olomorfă , f = f(z), f = u+iv, astfel încât Re (f) = 
u(x, y) = p(u(z,y)), unde y € C?(R) şi u nu este funcţie constantă. 
sin z + zcosi 


II. Calculati integrala: J = J — r dă 
lz]=2 2 (z—1) 


i d 6 
III. Fie I = | i = . Rezolvaţi în C ecuaţia: sinz = —I. 
o rira+l T 


IV. Să se determine x = z(t) şi y = y(t), soluţiile sistemului: 


t 
z+y= | sin(t — s)ds | z(0) =0 
(0) ; a j _ 
—a +y" = cost y(0) = —1, y(0)=0. 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, - anii I şi II - profil electric matematici speciale, 2018-2019 


I. Fie fı şi fa două funcţii olomorfe, fi = u1 + ivi, fa = ua + iv2, astfel încât 


ui(£, y) + v2(z, y) = e” cosy, 


ua(x, y) + vı (x,y) = arctg (2) 


a) Determinaţi fi (2) şi f2(2). 


b) Calculaţi I 22019 (i G) +ifi (5) dz. 
|z]=R,RZO Z z 


II. Calculati J 


lz]=1 Z sin? z 


27 
III. Fie /, =f 0 (tu, dz, n € N. 
o 4+5cos? x 


E dz. 


T 


a) Calculati Jo. b) Calculati 7, şi demonstrati că |In] < 


t 
IV. Fie f(t) =l x°! (t — x)®lde, a,b > 0. 
o 


a) Calculati transformata Laplace a functiei f(t). 
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T (a) - T(b) 
T(a +b) 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte. 


b) Arătaţi că „tatb-1l = f(t), unde T este functia T a lui Euler. 
t 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil ne-electric matematici speciale, 2018-2019 
I. Să se determine funcţia f : C — C olomorfă, f = f(z), f = u + iv, astfel încât 
Re (f) = u(x, y) = 2zy : p(x? — y’), 


unde p € C?(R). 
II. Fie 


1 1 2 
În = = 2 [sh ( sa ( ) tesh He n e N*. 
2Ti Jiz|=R,R>0 z z z 


r 
Calculaţi lim a, 
n> n 


III. Să se calculeze integrala: 


"i Ca TELGA ne N*. 
z? +1 


—00 


IV. Folosind transformarea lui Laplace, să se determine x = z(t) şi y = y(t), 
soluţiile sistemului: 
t 
z =y - | z(s) cos(t — s)ds | z(0) =1 


0 
y =x +cost— 1 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil ne-electric matematici speciale, 2019-2020 


I. Se consideră funcţia de o variabilă complexă f : C— C, f(z) = az? + bz +c, 
unde a,b,c € C*, astfel încât |a| + |c| = |b| şi arga + arg c = 2 arg b. 

a) Să se demonstreze că ecuaţia f(z) = 0 are o soluţie z cu proprietatea |z1| = 1. 

b) Dacă f este o funcţie cu proprietăţile de la a), astfel încât a = 1 şi c = —1, să 
se calculeze următoarea integrală, folosind teorema reziduurilor: 


z= | eri dz 
|z+iļ=1 2f(2) 
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II. Să se calculeze următoarea integrală, folosind teorema reziduurilor: 


T cos(2nz) + sin(2nz) 
A (5 + 3sin x)? 


dz, unden EN. 


TII. Să se determine funcţia f : C\{2z e C | Im z = 0} > C, f olomorfă, f = f(2), 
f =u + iv, astfel încât u(x, y) = ẸṢ v(x, y). 


IV. a) Să se determine constantele n € N şi C € R astfel încât 


OE) x... x O(t) = CE, 
O 


n funcţii 
0,t<0 
unde 6(t) este funcţia, Heaviside, 0(t) = în iar ”*” este produsul de convoluţie. 
1,t> 


b) Folosind n € N deteminat la a), să se rezolve problema Cauchy: 


y' (t) — y(t) = Ja (t — s)e*ds 
y(0) = n — 10. 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte. 


Notă. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil electric, 2002-2003 


I. Folosind teorema reziduurilor, să se calculeze integrala I = i 
0 


II. Să se rezolve problema Cauchy 
z(0) = (0) =0. 


III. Fie f(x) = 
à, ne Ry. 


1, O<z<Ă 1, O<z<Ă 
, glx) = , unde 


0, z>A 0, x>, 


a) Să se arate că funcţiile f şi g admit transformate Fourier (notate Fe, Ge) prin 
cosinus şi să se calculeze acestea, 


F£) = E ] "Kejot, GH= ] ” g(a) coster) d. 


b) Să se demonstreze relaţia, 


| roca = | notar. 
0 0 
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œ sin At - sin ut T. 
c) Folosind punctul b) să se arate că f E Hat = î min(Ă, u). 
0 
IV. a) Să se dezvolte în serie Fourier trigonometrică funcţia: 


acosz — a? 


1l<a<l. 


f(x) 


— 1 2acosg +a?’ 


b) Folosind seria Fourier a funcţiei f şi formula lui Parseval, să se demonstreze că: 


| cosx — a F T 
— r= —. 
-rn \l— 2acosz + a? 1 — a2 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2002-2003 


I. a) Determinaţi funcţia olomorfă f(z) = u(x, y)+i-v(z,y), z = z+ iy, ştiind că 


2 y 
v(x, y) = p(t(z,y)), pe C?(R), te C?(R x R*), t(z,y) = = 
e1/2 
b) Să se calculeze I = J ndz y: k|=r,r>0,r Æl. 
i (1 — 2)2 


l-7? 


„Să se dezvolt 
2(1 — 2r cos 4 r2) 74 59 geavo ej 


II. Pentru fiecare r € [0, 1) fixat, fie f(0) = 
în serie Fourier. 
III. a) Să se calculeze transformata Fourier prin cosinus a funcţiei 
1 
(2254) 


b) Folosind (eventual) rezultatul obţinut la punctul a), să se calculeze transformata, 


f:R>R, f(z) = 


Fourier prin sinus a funcţiei g : R > R, g(x) = 


(2244 


IV. Folosind transformarea Laplace, să se rezolve ecuaţia integrală 


p(t) -f e™"(t— u) - .p(u)du = cost. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2003-2004 


E 1 
I. Să se calculeze valoarea integralei J — y dt. 
o (z2?+1) 
II. Să se determine funcţia olomorfă f(z) = u + iv, ştiind că 
y 
r2? +y’ (x,y) 7 (0,0), f0) =e. 


III. Să se dezvolte în serie Fourier trigonometrică funcţia 


f8) = 


v(z, y) = e” siny — 


asin 0 


-c <l. 
a2 — 2a cos + 1’ la| 


IV. Să se calculeze transformatele Fourier prin sinus şi cosinus ale funcției 
f : (0,œ) > R, f(t) = e“, a > 0, prelungind convenabil funcţia f pe toată 
axa reală. 
V. Folosind transformarea Laplace, să se rezolve problema Cauchy 
ït+2t+r+ğ+ý+ty=1 z(0) =0, ż(0)=2 
2t + 2g + ij + 2y = 2t y(0) = 1, y(0)=—2, 
unde x = x(t), y = y(t). 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil electric, 2004-2005 


I. Să se studieze convergenţa şi în caz afirmativ să se calculeze integrala 


r= | Pa 


1+a 


1, 2nl<t<(2n+1)l 


, nEN. 
—1, (2n+1)l<t< (2n+2)l 


II. Fie funcţia f(t) = 
a) Să se dezvolte f în serie Fourier de sinusuri; 
b) Să se calculeze transformata Laplace a funcţiei f; 
c) Utilizând teoreme de inversare să se regăsească funcţia f ca serie Fourier. 
1 
TII. a) Să se arate că există transformata Fourier prin sinus a funcției f(x) = a 
x 


şi să se calculeze aceasta. 


i 1 
b) Folosind punctul a) să se rezolve ecuația integrală A g(t)sinta dt = ai 
0 Hi 


x >0. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2004-2005 


I. a) Ştiind că partea reală u(x, y) a unei funcţii olomorfe f(z) = u(x, y)+i- v(x, y) 
este de forma u(x, y) = y(t(x,y)), unde y € C?(R), t: R* x R > R şi t(x, y) = 7, să 
se determine funcția f(z). 

b) Să se calculeze 7 = J 22 sin Z dz, re (0,2),rzIl 

z 


Jz—1]=r 


II. Să se dezvolte în serie Fourier funcţia f : (—r, n] > R, f(t) = pei 
T 
oO 
(— 1)” 
Din dezvoltarea obţinută, să se determine suma seriei numerice J z: 
l+n 


n=l 


III. Folosind transformarea Laplace să se rezolve problema Cauchy: 


a! — 2a! + 5g = et cos% 
(0) =27(0) =. 


—a2/2 


IV. Să se arate că transformata Fourier prin sinus a funcţiei ze coincide cu 


ea însăşi. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil electric, 2005-2006 


I. Fie funcţia v(x,y) = e~” (xsiny — ycosy). Verificaţi dacă v este funcţie ar- 
monică, şi determinaţi funcţia olomorfă f, cu Im f = v(z,y), f(0) = 0. Pentru f 
ful), 


astfel determinat, calculati: ji 
|zj>r 12 


II. Dezvoltaţi în serie Fourier trigonometrică, pe |—7, 7], funcţia: f(x) = ch (ax), 
(e e] [e e] 


1 1 
a > 0, şi determinaţi suma seriilor > nga şi > Mr 
III. Determinaţi funcţia f, dacă 
| fA (wt)dt : >0 
- cos(w =, W ; 
0 (1+ w?)? 


IV. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială: y” +4y = f(t), y(0) = 0, y’ (0) = a unde a E R, 
, f 1 te[2,3] 
iar A | 0, tg [2,3]. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2005-2006 


a) Să se determine funcţia olomorfă f(z) = u(x, T v(x, y), z = x+ iy, stiind 
y) = 


căuta p(z? — y’), pe C“(R) si f(0) =0, f(i) =- 
„e2/2 
b) Fie g(2) = La Să se calculeze Rez(g, 1). 


c) Să se calculeze Rez(g, 0). 
d) Să se calculeze J g(z)dz. 


|z|=2 
sin £ 


II. Fie funcţia f(x) = 5 + 4cosz) 
LI 


intervalul (—7,7). 


x € R. Să se dezvolte f în serie Fourier pe 


III. a) Să se calculeze transformata Fourier a funcţiei f:R—R, f(a)=e 7/0, 


(a € R*). 


b) Să se calculeze transformatele Fourier prin sinus şi cosinus pentru funcţia 


0, pentru z < 0 


ea 


g:R>R, g(x) = 
, pentru z > 0. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil electric, 2006-2007 
I. a) Să se determine funcţia olomorfă f(z) = u(x, y) + iv(x, y) stiind că 


u(z,y) = Re f=9 (2), peo. 


T 


+O „2 
+i 
b) Folosind teorema reziduurilor, să se calculeze integrala I = J i EE] dz. 
e AF 
sin t 
II. Fi :R>R, f) =. 
e FO 5+3cost 


a) Să se dezvolte functia f în serie Fourier trigonometrică. 
b) Să se regăsească dezvoltarea de la a), utilizând o dezvoltare Laurent în coroană 
pentru o funcţie complexă ataşată funcției f. 


t 
TII. Să se rezolve ecuatia integrală x(t) = cost + I (t— 7)e! Tz(r)dr, utilizând 
0 
transformarea Laplace. 
Z cosg, x eE (0,7) 


oO 
IV. Să se rezolve ecuaţia integrală | p(u) cos(uz)du = 4 -F> = 
0 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2006-2007 


I. Să se determine funcţia olomorfă f(z) = u(z,y) +: v(zx,y), dacă 
v(z,y) = Im (f) = arctg (2), FU) =0, unde v € C?(R* x R). 
1/z 


II. Folosind teorema reziduurilor, calculati Ji 


——— dz, R>0, RÆ1. 
lz]=R (1 — z) 


y'—2y +y=t 
y(0) = 1, y'(0)=1. 


— 2/2 


III. Cu ajutorul transformării Laplace, determinaţi y(t), dacă | 


IV. Calculaţi transformata Fourier pentru funcţia f(x) = e 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profilele electric şi mecanic, 2007-2008 


I. Fie funcţia u(x, y) = ln(x? + y?) + e? - cosy. 


a) Arătaţi că u(x, y) este funcţie armonică. 
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b) Construiţi f(z) olomorfă pe C*, f(z) = u(z,y) + i- v(x, y), unde u(x, y) este 
funcţia precizată în enunţ, cu conditia f(1) = e. 


c) Fie R € (0, œ) \ {i £. Calculaţi integrala: 


2? 2 


re CO med E 
|z-aj=n  22(2+5) 


unde f este funcţia. olomorfă determinată la punctul b). 


27 : ing 
II. Calculati integrala 7 = l a eai neN*. 


III. Să se rezolve ecuaţia diferenţială: 
a! —2a +x = æ, z(0) =0, z(0)=1, 
folosind transformarea Laplace. 


IV. Să se rezolve sistemul de ecuaţii diferenţiale: 


D= —a+y+z 
y =xr-y+z 
z =£z+y+z2, 


unde zx = z(t), y = y(t), z = z(t) si care verifică condiţiile inițiale 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil electric, 2008-2009 


I. Se consideră ecuaţia diferenţială z” + (2a — 1)x” + (a? +3)x' + (a? + 3a) = 1, 
unde a € R este un parametru. 

a) Să se determine valorile lui a pentru care ecuația are soluțiile stabile spre oo. 

b) Pentru a = 1, să se determine, folosind transformarea Laplace, soluţia z(t) pe 
(0, 00) a ecuatiei, astfel incât (04) = z’ (04) = z” (04) = 0. 


II. Fie D un disc deschis în planul complex. 


a) Să se arate că o funcţie olomorfă f : D —> C are primitive şi că orice două 
primitive diferă printr-o constantă. 


b) Dacă F este o primitivă a unei funcții f : D —> C, are loc relaţia, 
J f(2)dz = F(z2)— F (21). 


Ti 
— +i 
2 


c) Să se determine a,b € R dacă a + ib = I sin z dz. 


(0 
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1 


TII. Să se determine seria Fourier ataşată funcţiei f(x) = ETE 
— z 


pe |-r, Tl 
z ; : i cati to a dz 
să se studieze natura convergenţei acestei serii şi să se calculeze —. 
|zj=3 5 — 4 cos z 
IV. Fie f(z) = ao + a12 + ... + an2” cu a; E€ C, i = 0, 1,2,3, ... n. 


a) Să se calculeze Tọ = ] Meli şi Jk = fle*)je dt pentru 0 <k <n. 
lz]=1 7 =r 


b) Dacă toţi a; € R, să se arate că au loc relaţiile 


1 T 1 n 
J f(x) dz = -i | f(e) edt; J f(z) dz < 2r aż. 
—1 0 0 k=0 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profil mecanic, 2008-2009 


I. Se consideră ecuaţia diferenţială z” + (2a — 1)x + (a? +3)x' + (a? + 3a) = 1, 
unde a € R este un parametru. 


a) Să se determine valorile lui a pentru care soluțiile sunt stabile pentru t — oo. 


b) Pentru a = 1, să se determine, folosind transformarea Laplace, soluţia z(t) pe 
(0, 00) a ecuaţiei, astfel încât x(04) = 0, z’ (04) = 0, x” (04) = 0. 


dvi ; 
=j : 


b) Să se dezvolte în serie Fourier functia f : R —> R, f(t) 


d 
c) Să se calculeze Ja n 


TI. a) Să se determine f EC 


— 1 . 
— 5—4cost 


III. Fie sistemul z’ = f(x,y); y = g(x,y) cu f,g : R? — R, funcţii de clasă C1 
cu soluţii y : R > R, y(t) = (x(t), y(t)). 


a) Un punct (a,b) € R? se numeşte echilibru dacă functia y(t) = (a,b) este soluție. 
Să se arate că (a,b) este echilibru dacă şi numai dacă f (a,b) = 0, g(a,b) = 0. 

b) Să se arate că două orbite sunt sau disjuncte, sau coincid. 
(Se numeşte orbită imaginea oricărei soluții.) 


c) Să se rezolve sistemul x’ = y, y = —a. 


IV. Fie f(z) = ao + a12 +... + an2” cu a; E€ C, i = 0,1,2,.., n. 
a) Să se calculeze 


Ik =| Fo) dz şi Jk = flete tdt, 
|z|=1 >g 


zZ 


pentru 0< k <n. 


Faza naţională profilele electric şi mecanic 2009-2010 87 


b) Dacă toţi a € R, să se arate că 


1 moo 1 n 
|, f(x) dz = = | fle edt şi că f f(x) dz < ZA Dn 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profilele electric şi mecanic, 2009-2010 


I. a) Se consideră ecuaţia diferenţială: tz”(t) + z'(0) + tz(t) = 0. 
Să se arate că ecuaţia admite o unică soluţie serie de puteri convergentă pe R, care 
respectă, condiţia z(0) = 1. 
a! =2r + y +22 


1 


b) Să se rezolve problema Cauchy: y =—r-— 2z „unde z = z(t), y = y(t), 
z =zr+y+2z 
z = z(t) şi z(0) = 0,y(0) = 0, z(0) = 1. 
II. Să se determine funcţia olomorfă: 


f(z) = u(x, y) + iv(z,y), z =x + iy, x> 0, 


ştiind că f(1) = 0, f(e) = 1 — i si u(x, y) + v(x, y) = y (#), unde ọ : R > R este o 
funcţie de două ori derivabilă pe R. 


III. Rezolvaţi ecuaţia integrală: 
t t 
x'(t)— 2 | z(7) cos(t — 7)dr = | (t— 7)sinr dr, 
0 0 
ştiind că z(0) = 0 şi t > 0. 
IV. Să se dezvolte în serie Fourier trigonometrică funcţia f : R —> R, 


cos? x 
M= pime 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profilele electric şi mecanic, 2010-2011 


du _ 1 v 

- ; dp T p` 88 
I. a) In coordonate polare (p, 0), sistemul Cauchy-Riemann este 5 d I Su 
ðp p` 99 


iar operatorul lui Laplace are expresia A = a H E . i Da . Lam Să se determine 
functia olomorfă f(z) = u(p,0) + iv(p,0), unde z = pet? ştiind că u(p,0) = p(tg6), 
unde y este o funcţie de două ori diferenţiabilă. 
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eL/(2-a) 


b) Calculati: T z4z, r>0,r#a,a€R. 


|Jz]=r z(2 a a) 


II. Să se rezolve următoarea ecuație integrală, utilizând transformarea Laplace 


t 
p" (t) + | qett- (u)du = sin(5t), 
0 
cu condiţiile iniţiale p(0) = p'(0) = 0. 


III. Rezolvaţi ecuaţia integrală 1 p(t) sin(ut)dt = u>0,a>0. 
0 


u 
(u2 + a2)2' 
IV. Fie f : (=r,7] > R, f(£) = ze. 
a) Să se dezvolte functia f în serie Fourier. 
b) Folosind dezvoltarea obţinută la punctul a), calculati sumele seriilor numerice 
Cpo a 1 
Jore F A 


n>1 n>l 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profil inginerie, 2011-2012 


dz. 


27 : 
i Calculati: f cos(2012x) + sin(2012x) 
0 3+ 2cosz 


1 
II. Calculati: J 22012 sin C) dz, R>0. 
lz]=R 2 


III. a) Determinaţi soluţia f(t), t > 0 a următoarei ecuaţii integrale: 


T ft) sin(wt) dt =e, a>0. 
0 


b) Considerând f(t) = F[g(w)], unde g este funcţia original, să se determine g(w). 


IV. Rezolvaţi următoarea ecuaţie integrală: 


| not nar+ | te- rart, 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profil inginerie, 2012-2013 


I. Fie funcţia u(x, y) = e"? - (x cosny — ysin ny), n număr natural. 


a) Construiţi f olomorfă, f(z) = u(x, y)+i-u(z,y), care verifică condiţia f(1) = e”. 
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b) Fie g: DCC-— C o funcţie olomorfă şi fie y o funcţie reală de clasă 02(R). 
Aflaţi y(t) astfel încât Re (f) = p(Im (g)), unde f este funcţia determinată la 
punctul a). 


1/2, 
c) Fie R > 0. Calculaţi integrala 1 He) dz. 


laj=a 25» e”7(z + 2i) 


II. Folosind transformarea Laplace, să se determine soluția problemei Cauchy 


r" (t) +2 x(t) + z(t) = fi = 2(0)=0, s'(0)=1 
Í 
III. Se consideră functia f : R > R, f(x) = ———. 
5 — 4sing 


a) Să se dezvolte funcţia, f în serie Fourier trigonometrică. 
3T cos((2n + 1):) 


- dz, n număr natural. 
5 — 4sinz 


b) Să se calculeze L 

IV. a) Să se calculeze transformata Fourier a funcției f(x) = e7!”! - zk, k număr 
natural. 

n 2k 

b) Calculaţi transformata Fourier, ĝ(w), a functiei g(x) = e7!”l Du CH 


punctul w = 1. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil inginerie, 2013-2014 


I. Să se rezolve: ty” — 2y' + ty = —2cht, y(0)=0, y (0)=1. 


II. Fie f : [-r; n] > R, f(x) = e°? cos(sin x). Să se dezvolte funcţia f în serie 
Fourier trigonometrică. 


zsinz + îsin(2Z) 


III. Să se calculeze J 5 dz, neN, ja|<1. 
> 27ta 
TO a a PE ua -~ i 
IV. Să se rezolve ecuaţia integrală ] f(x) cos(wx)dx CETA aE R, a#0. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil inginerie, 2014-2015 


I. Determinati funcţiile f : C — C olomorfe, f = u + iv, unde u(x, y) = £y? + 
yp(z), p € C?(R) şi f are rădăcină dublă pe z = 1. 


2 1 
cos? (nx) — 1 
wea dz, neN*. 


II. Calculati I = | sd ba A 3 
o cosg — cos(3) 
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(7) 


t 
TII. Să se rezolve ecuația integrală J A dr =t, neN,t>0. 
A = 


IV. Aflaţi functia g, soluţie a ecuaţiei integrale | g(u)sin(u-tdu = e, t>0. 
0 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profil inginerie, 2015-2016 


Enunţuri 
I. Construiţi funcţia f olomorfă pe D, f = u + iv, (i? = —1), dacă v(z,y) = 
p(u(z,y)) + cosg- ch y, unde pe 02(D). 
27 4 
II. a) Calculati In = f = (n2) dz, n € N. 
o 5—3- sinz 


b) Determinaţi lim In. 
n— oo 


TII. Se consideră ecuaţia t: y” (t) + (1—t)-y'(t)+n-yt)=0,t>0,nEeN. 
a) Determinaţi solutia yn(T), care este functie original Laplace, împreună cu derivatele 
sale şi care verifică yn(0) = 1. 
b) Să se arate că există numerele întregi an, bn, Cn, astfel încât an - Yyn+1(t) + (t— bn): 
Yn(t) + cn - y(t) =0,t>0,n>1. 


IV. Fie f : R > R, f(x) = |z — |x + 3]], unde [: ] reprezintă partea întreagă, iar 
| : | reprezintă funcţia modul. 
a) Arătaţi că f este periodică, de perioadă T = 1. 
b) Dezvoltaţi functia f în serie Fourier pe R. 


Z 1 
c) Calculati —. 
2 (2n + 1)4 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil matematici speciale, 2016-2017 


I. Să se rezolve problema Cauchy 


£1” = z2 +E +3- +a 
£” = £1 tE +3 ++ En £k E C? (R), zk (0) = k, (0) = 
En” =£ Pip fe dh eee En- 


1 
3 (0-12, k = 1,n. 


II. a) Calculaţi 


1)” 
n CED ds, kneN, 0sk<n. 
z zZ 
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= 1 
b) Calculaţi — Chn: 
) Calculati d în A 
sin? St 
III. Să se calculeze transformata Fourier pentru: f(t) = z2 2 
IV. Fie y € 02(0,00) astfel ca y, y’ şi y” sunt funcţii original pentru care y(0+) 
şi y(0—) să fie finite. Fie f : (0,00) — R definită prin: 


FE) = 2ty” (t) + y (t) + 2y(0) 


si f = L{f}. 
a) Să se calculeze F dacă y(t) = sin(2yt), Yt > 0. 
b) Să se găsească y pentru care F este functie constantă. 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil inginerie, 2016-2017 


Enunţuri 
I. Determinaţi funcţiile olomorfe f : C— C, f(z) = f(a+iy) = ulz, y)+i- v(x, y), 


ðu v E 
pentru care — + —— = 2- e” . cosy. 


Oz Oy 
212 - sin (52) 
(22 + 2)5- (22+ iz +6) 
a) Stabiliti domeniul D de definiţie, precizând natura punctelor singulare (inclusiv 
natura punctului de la infinit). 
b) Calculaţi T -f f(2)dz. 
|z|=2 
III. Să se determine transformata Laplace a funcției original 


II. Se consideră funcţia f : D C Œ >C, f(z) = 


f(D = f e? - (t — x)? - [sin(t — 2)] dr, n eN*. 


IV. a) Dezvoltaţi în serie Fourier funcţia f : |-r,r] —> R, definită prin f(x) = 
In(1 — 2acosz + a°), |a| < 1. 


[e.e] 


il 
b lculați —. 
Ponidi 25 T 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil matematici speciale, 2017-2018 


92 11-12.05.2018 - anul II 
I. Să se calculeze integrala >, PaT t: 


II. a) Folosind, eventual, trecerea în coordonate polare, să se determine funcția 
olomorfà f, ştiind cà 


Re f(z) = u(x, y) = (£? +4?) -Y ( arctg (2)) „ pe C2(R) 


şi că f verifică condiţiile f(0) =0 şi f(l)=.1. 
b) Să se determine valoarea integralei I = fiaz e2. (f(z + 1))”dz, unde functia f 
este determinată la punctul a). 


II. Să se determine funcția original f(t) a transformatei Laplace F(s) = ev, 
arătând în prealabil că: 4sF”(s) + 2F"(s)— F(s) = 0. 


III. Calculati integrala fpj- fise arda n EN. 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil inginerie, 2017-2018 


Enunţuri 


I. a) Arătaţi că toate rădăcinile ecuaţiei z*+az3+az+1=—0 sunt de modul 
1, pentru orice număr real a € (—1, 1). 


b) Să se calculeze integrala 


22+3 
d —1,1 i R>O. 
| a îi SARI) E stă 


II. Să se determine soluţia y = y(x) a ecuaţiei diferenţiale: 
x-y” + (Qz+3)-y+(2+3):y=0, 


care verifică condiţia iniţială y(0) = yo si transformata Laplace a funcţiei y = y(x) 
satisface condiţia, L[y(x)](0) = yo. 

III. Calculati integrala In = J sin(nz) - tg (3) dz, n e N*. 

IV. Fie funcţia 


0, z <0 


ia e asgi PER 


a) Să se calculeze transformatele Fourier f;(w) şi fe(w). 


b) Să se calculeze integrala 
+a , A 
J [felw) - cos(wx) + fs(w) - sin(wr)] dw, æ> o0. 
0 


c) Să se calculeze integrala a few) - fil) - sin(wz) dw, z > 0. 
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Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil matematici speciale, 2018-2019 


I. a) Să se determine funcţia olomorfă f : C — C cu proprietăţile 


IF| = (£? + 92)(ch 2z cos? y + sh 2rsin? y), z =x +iy şi f(ri) = —m2. 


b) Să se calculeze , Re (f(ei%)) cos nd8, unde n € N şi f(z) = 22 ch 22. 
0 
II. Să se calculeze 
| at 
lzj=n (L— cosz)sinz ” 
unde 0<R<5. 


III. Să se determine y(t), soluţie a ecuaţiei diferenţiale 


2 aa t 
moraru = [e SEa, t20, 
To l+a 
cu condiţiile iniţiale y(0) = 1 şi y(0) = 1. 


IV. Se consideră funcţia f : R —> R, 


œ elel cosg 
ra= | Ire pP” 


a) Calculaţi transformata Fourier a funcţiei f în punctul 1. 


b) Calculati integrala 


L f(t) cos tdt. 
0 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil inginerie, 2018-2019 


I. Să se calculeze valoarea integralei 


r= f OR). ae R*. 
za Cha 


II. Să se calculeze: 


1 a oa y nen. 
o  5—4cosz 
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III. a) Să se rezolve ecuaţia: 


o0) +2 | tous f (f an) di=t, t>0. 


b) Fie z(t) soluţia de la punctul a). Dezvoltaţi în serie Fourier de sinusuri această 
funcție pe [0, 7). 


IV. Să se afle functia g : (0,00) — R continuă, care satisface ecuația integrală 


le 1 
yr r++’ 


a glu) cos(uz)du = Va € (0,00). 


Notă. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii. 


Rezolvări 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2002-2003 


2 —y?/x? 
m2-e-Y le w0 


I. Avem f(x,y) = 
0, z=0. 


a) lim 22-6-Y/* =0 şi f(0,y) = 0, deci f continuă în punctul (0, y). 


z—0 
b) Avem 
2 
270,0) = lira HSO cui at 
Oz z—0 z—0 z—0 £ 
Oy y—0 y — 0 y>0 y 


deci 
f(z,y) — £(0,0) — a O E 


alz, y) = = i 
(2.9) E Pa V+? 
e E 
Se observă că |a(x, y)| = Dei Deoarece eY'/2 > i +1 şi —ZL < 1, rezultă 
/ £? +y2 IX / £2 +y2 
2 x? 3 
ERP [z| 
ja(z,y)| Lazi Va +2 SS = - |] < | > 0, 


pentru x — 0, y — 0, deci f este diferenţiabilă Fréchet în (0,0). 


e 2 3 —y? /x? 
f(z, y) f(O, y) — lim T E = 0, şi similar 
x£ te iaa T 


c) Deoarece SLO, y) = lim 


O i s a Oa y 02 0 


l =0, 
Oy ya y—a y>ay—a 
deci 
Of dev le (z+ 2), r0 of _ -2y e? #0 
ôx 0, z=0 ` y 0, r= 


Dar (0, y) = 0 şi 


z 
2 2 s+ E) 2(1- 4) 
li 205e (z 2) = lim aa = lim a 2-0 Pa 
IL 


z—0 
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deci a este continuă în (0, y); în concluzie, 2 este continuă peste tot. Analog, avem 


2 of — pa — — Ni 
Ş1(0,y) = 0 şi lim gn = lim —2y -e = —2y:0 = 0 deci 5, continuă în 


(0, y), şi deci continuă peste tot. 
d) sa y,2) = f(1, y£? + y2 + 2?) = f(1, 8), unde am notat 


B(z,y, 2) = y z? +y? + 22. Obtinem 


_ {8g 09 ðg\ (Of xz Əf y ðf z 
grad g (22, 2s 22) (ȘI B' 55 8 ƏB z) 


deci 
~ „3g g ðg_ Əf r++? me ore f 
gradat) = 09 tva, t a 08 fa DA r? +y? +z = 3g 
II. DaT a ph T ER, ap ER. a) Fie an = meny Calculăm raza de 
m 


a p a seriei. Avem 


lim |Z| = lim n“(lnn)’| = 
n—o | an no | (n + 1)“ (In(n + 1) 
a [ej 
n Inn 
=] = 1-1= 
Pare (=) (e) ? 


deci raza de wa este p = i =, 
b) 8 = 0 = an = i. Intervalul de convergenţă este IT = (—p, p) = (—1, 1). 
—1)” l convergentă, a > 0 (Leibniz) 


i) Pentru z = —1 avem 5 SE = 


gaz divergentă, œ <0 (crit. de necesitate). 


= convergentă, a>l 


ii) Pentru z = 1 avem 2 divergentă, a<l 


În concluzie, distingem cazurile: 

e dacă a < 0 atunci M = (—1, 1); 

e dacă 0 < a < 1 atunci M = |-1, 1); 

e dacă a > 1 atunci M = |-1,1]. 

c) Dacă a = 1, atunci obţinem 5 i deci an = TF 

n=2 

Intervalul de convergenţă este I = (—1, 1). 

E T ui Ma Si —1)n _ convergentă, 6 > 0 (Leibniz) 

(In n)? divergentă, 8 <0 (crit. de necesitate). 
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00 

1 

e Pentru z = 1 avem > ——— = divergent, VA € R, deoarece pentru 8 < 0, 
S (lnn) 


1 
Tan). 
rezultă lim (Inn) = œ #0 şi ß > 0> lim eo = œ Æ 0 şi conform criteriului 
n— oo n— oo Răi 
oo % 
de comparaţie, ——— are aceeaşi natură cu —, care este divergentă. 
paratie, $ (mn)? S > ra 8 
n=2 n=2 
În concluzie, avem cazurile: 
e dacă B > 0 atunci M=|-1,l); 


e dacă 6 < 0 atunci M = (—1, 1) 


Dae 


: : 1 
—, pentru |æ| < 1; rescriem egalitatea: 5 Pn Ta |z| <1 
n>0 s n>1 ui 
şi integrând, obţinem 


” aT T 
m=1 E = 
> f: a= | T” > F ln(1 — 2), |æ| <1, 


n>1 n>1 
S1 
deci f(x) = —ln(1— x), Df = (—1,1). Se observă că pentru z = 1, f (1) = 5 — este 
n 
n>l 
= 1 
divergentă, iar pentru x = —1, avem f(—1) = So - — convergentă şi domeniul 
n 
n>l 
maxim de definiţie este [—1, 1). 
—cost sint 0 
III. A= | sint cost 1|,a€eR,teR.a) Avem 


0 1 a 


Ker T 7 (0) o det A = 0 & —a cos? t + cost — asin? t = 0 & a = cost. 


b) Pentru t = 7, a = cosm = —1 determinăm Ker T; ecuatia T(x, y,z) = Ogs se 
z=0 = 0 
rescrie € —y+z=0 e | T=. deci 
y—-z=0 e 


Ker T = { (x,y,z) | £ = 0,y = z} = {(0,t,t) | t € R} = £((0,1,1)). 


Determinăm Im. Din egalitatea T (x,y,z) = (x, —y + z,y — 2) = (a, 8,7) rezultă 
y = —B; deci 


Im 7 = {(a, 8,7) | R —B) = {(t,s, —s) | t,s € R} = L((1,0,0), (0, 1, —1)). 


01 0 
c) Pentru a = 1, t = ġ avem A= | 1 0 1]. Polinomul caracteristic al acestei 
0 1 1 
—À 1 0 
matrice este  PA(A) = det(A — Al3) = |1 —A 1 |= A8 +A? + 2-1. 
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Rezolvăm ecuaţia caracteristică PA(A) = 0. Fie g(A) = —A? + àA? + 2A — 1. Atunci 
g'(A) = -3X2 + 2A +2 =0 8 \€ ai Dar g (1x7) = =TEMVT, deci avem 
tabelul Rolle 


1 —V7 1+V7 
£ —00 +00 
3 3 
ET —7 — 14V7 —7 + 14V7 
g 27 27 


deci ecuaţia g(A) = 0 are trei soluţii reale, A, ( 00, A), Aa (= A), 
A3 € (7, +00). Se observă că g(—2) = 7 > 0, g(—1) = —1 < 0, iar g(0) = —1 < 


3 
0, g(1) = 1 > 0,g(2) = —1 < 0, deci A € (—2, —1), A2 € (0, 1), Ag € (1, 2). 
d) Polinomul caracteristic al matricei A este P(A) = — (A? — 1)(A— a), deci valorile 


proprii sunt {+1,a}. Distingem două cazuri: (i) dacă a € R\{1}, atunci matricea 

este diagonalizabilă (valorile proprii fiind distincte, multiplicităţile geometrică şi alge- 

brică ale acestora coincid); (ii) a € {+1}. În acest caz, pentru valoarea proprie dublă 
—costFa sint 0 

A = a, matricea A — al = sint cost—a 1 | are rangul 2 (minorul de 
0 1 0 

ordin doi din cloțul dreapta-jos este nenul), deci multiplicitatea geometrică este 1, mai 

mică decât cea algebrică (2, valoarea proprie fiind dublă), deci în acest caz A nu este 

diagonalizabilă. În concluzie, A este diagonalizabilă dacă şi numai dacă a € R\{1}. 

e) Pentru a = 1, t = 3 avem (A+ 13)10. (A — I3)? + A. Avem PA(A) = det(AI3 — 

A) = à — å? — 2A + 1. Folosind teorema Cayley-Hamilton, rezultă PA(A) = O3 = 

A’ — A? — 2A + I; = O3, deci (A + I3)(4 — I3)? = A şi, prin urmare, rezultă 


(A+). (A — 13)2+ A= (A+ 13). A+ A= (A+ BB) = 
i 0 fa 3” /9 13 101\/9 18 mi au 
= [1 1 1| = |2 3 2 12 19 18 12 19 18 2 3 2|= 
0 1 2 1 3 5 13 26 32 13 26 32 1 3 5 
2 2 1 2 2 1 9 13 11 
=ų/2 3 2 2 3 2| = 112 19 18 
1 3 5 1 3 5 13 26 32 
IV. a) f(yı(y,z);y,z) = 0. Derivând în raport cu x, obţinem ot . Se. + 
27 = 0, deci de = Bi > (b, c) = By (abie) Analog, rezultă 2%2(a,c) = 
ðy ` dy — F Əy O — la,b,c) ` & Bz (WC) — 


— 22 (a,b bc ia : : op u 
pe i, 3e (a, b) = —— de unde, prin înmulţirea, celor trei egalităţi, rezultă 
Jy (ab, Jz (ab, 


relaţia, Se. (o, c): bpa (a,c): 223 (a, b) = —1. 
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b) Avem F(z,a,b) = z'+az+b. Verificăm condiţiile teoremei funcţiilor implicite: 


F(1,1,—2)=1+1-2=0 


OF uş ar 
F € CI(R5;R). 


Rezultă că există Uo € V((1,—2)) şi Vo € V(1) şi o unică funcţie p : Uo — Vo astfel 
încât 

F(p(a, b), a,b) = 0, v(a,b) e Uo 

pe C1(U9, Vo), T= pla, b). 


c) Din relaţia F'(p(a,b),a,b) = 0, prin derivare în raport cu x rezultă E (2, a,b): 
£ (a, b) + SE (q, a,b) = 0, deci obținem 


dp wis —?E (x,a, b) o Z L —p(a,b) 
da) 2F(z,a,b) Tata Tpâ(a,b)ra 
da b) = -2E (x,a, b) = —1 z —1 

ðb `’ 2E (r, a,b) T6 +a  Tŝ(a,b) +a 


d) F(x,1,—2) = 0 & z” +z- 2 = 0. Notând g(x) = x” +x -— 2 obţinem 
g'(x) = 7z +1 > 0, Yz € R; g fiind continuă şi strict crescătoare pe R, rezultă că 
ecuația g(x) = 0 are soluție unică şi se observă că aceasta este z = 1. 

e) Folosim metoda contracţiei: se observă că ecuația se rescrie sub forma 
z(z6 + 0.99) = 2.03, deci x = z465 Atunci funcția g : [1.004, 1.008] — R, 
glx) = 2009 este o contracție. Prima iteratie folosind valoarea iniţială zo = 1.004, 
este zı = g(xo) ~ 1.0078. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul I, profil mecanic, 2003-2004 


I. a) Funcţia f(x,y) = arctg (x+y) se dezvoltă în serie Taylor în jurul unui punct 
(z0, Yo), f(z, y) = f (zo, yo) T df (xo, yo)(x — £0, y — yo) + Rp, unde 


Rp = ZPE E)E — £0, Y — yo)”, & € (£, £0), £2 € (Y, Yo)- 


Əf — Əf 


Avem 35 = 9} = ISP) deci 
df(zasvo) a lat 
To, Yo) T £0, Y Y0) = 1+ (20 + y0)? T y To Yo), 
92 f o? f 02 f %f —2(2 + y) 


ðr?  ðx-ðy yðr 92 [L+ (r +y) 
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deci 


—2(é1 + 62) 
[1 (Su 6297] 
Atunci, pentru (zo, yo) = (0,0), rezultă f(x,y) =0+z+y+ Rp, unde 


(Ei £2) 
[1 + (ret £2)? 


d? f(E, E2) (£ — £0, Y — yo) = 


z(® +y- to Yo)’. 


Ry = (x H y)’, 1 € (x,0), E2 = (y, 0) 


şi deci 


2(x +y)’ 
1+ (é 4+62)7] 


f(z,y) = x+y > |f (x,y) T y =] zlé + €2] < 22 +, va,y€hR. 


= 1 1 i 
b) g(x) = ji (arca (t) + e) dt > g'(x) = arctg (x) + De Dar iaz = 


OO 


1 oo 2n+1 
do g me deci arctg (x) = J Ie” = 2 — T I . Rezultà 
i oo i q2n+l oo q2n+l q2n+2 
— —1)” n 5 2 D” | 
9 (2) 2d ) (+ P) ate) dl e 


c) Folosind punctul b), rezultă 


CE a ae 


n=0 


a 1 1 z 
= dl) (aea a a 0 o a 


n=0 
= 3 2n +4 
=> i On + D(2n +2)(2n +3)! 
Dar 
2n +4 al 
On 4 Den 2n t3) < 10“ = wr 100(2n + 4) < (2n + 1) (2n + 2) (2n + 3). 


Inegalitatea este falsă pentru n = 4 (1200 Z 990) şi este adevărată pentru n = 5 
(1400 < 11.12.13 = 2716), deci aproximarea, corectă se realizează cu primii 5 termeni 
ai sumei. 


II. a) Relaţia, din enunţ se rescrie 
r? +2? + 22 — 40 +22+ 1 (a — 292 +2? + (2+1)? = 4, 


de unde rezultă (z +1)? < 4 2<z+1<2%-3<z<1% ze |-3,1]. 


b) Aducem ecuatia cuadricei la forma canonică (redusă) 


z- yY C+D’ 
4 


T T =Í, 
2 4 
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X =z—2 
deci efectuând translaţia de reper Oxyz — OXY Z dată de relaţiile 4 Y = y 
Z=2+1, 


2 . . . . 
se obține în noile coordonate ecuaţia redusă x + X + Z = 1, ecuația unui elipsoid 
de rotaţie cu axa de rotaţie OY. 


c) Fie x + 2y — z +a = 0 un plan paralel cu z + 2y — z = 0. Impunem condiţia ca 
(z — 2)2 + 292 + (z+1} =4 
z+2y—z—a=0 

în prima ecuaţie, şi obţinem 


sistemul ce descrie intersecţia cuadricei cu planul 


să aibă soluţie unică. Substituim y = 


322 + z(2a — 2g + 4) + 3x? — 2ax — 8r + 2 +a? = 0. 


a+z—x 
2 
Soluţia z este unică în cazul în care discriminantul ecuaţiei este nul, deci atunci când 
8x? — 4z(a + 5) + 2(a — 1)? = 0. Anularea discriminantului conduce la relaţiile: 
A' =0 $ 4a +5) — 16(a — 1)? =0 & 3(7-a)(a+1)=0& a€ {1,7}. 
Distingem cazurile: 


—16 
—16 1 


i) Dacă a = —1, atunci z = ;z = 0, y = —1, deci punctul (1, —1, 0). 


ii) Dacă a = 7, atunci x = 3; z =z —2; y = 1, deci punctul (3,1, —2). 


III. a) fue L({ fi, f2, f3}) d.n.d. există a,b,c € R, nu toate nule, astfel încât 
fa = afi + bfa +cfs &afı + bfa + ca — 1 = 0, 


deci curba se află în planul mı : ax+by+cz—1 = 0, care nu trece prin origine, deoarece 
0(0,0,0) nu satisface ecuaţia planului. Familia (ff, f2, f3} este liniar dependentă 
> Ja, b, y E R, nu toate nule, ai. afı + f2 + fa = 0, deci curba se află în planul 
T2 : ar + By + yz = 0, care conţine originea (0(0,0,0) satisface ecuaţia lui 72). 
Deci curba este inclusă în dreapta A = 71 N 72, aflată la intersecţia celor două plane 
distincte (O € mm). 


b) Construim un drum parametrizat a(t) care să unească P cu Q. O alegere 
posibilă. este segmentul ce uneşte cele două puncte, 


PO: E = ba = Si = ae (24) 


care admite parametrizarea a(t) = (2t + 2,3t + 1, (7t + 1)/3), t € [0,1]. Viteza pe 
acest segment este œ’ (t) = (2,3, 7), iar lungimea sa este 


zi 22 + 32 + )u- aa 


Altfel. Lungimea l este distanţa dintre punctele P(2 i Q(4,4, 5), deci 


= d(P, Q) = e a a v, 
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IV. a) Se verifică direct că transformarea, f este liniară. Prin calcul direct, obţinem 
27 
NOAE) =| isine- t]: od = 


27 27 
= l p(t)dt +] (sin z - cost — sint : cos x) - p(t)dt = 
0 0 


27 27 27 
al p(t)dt+sin x Jf cost- p(t)di + cos: -/ sin t poat) = 
0 0 0 
< ma DP 


N pa 
I I2 Iz 


= h + l -sing + I3: cosg, HD, T, I3 €R, 


deci Im f = {C1 + Ca - sin z + C3 - cos x | C1, C2, C3 e R}, şi deci o bază în Im f este 
{1,sin x, cos z}. 


b) Folosind punctul a), avem p € Ker f > f(ẹ(x)) =0,vz € [0,27], adică 


L + I -sing + Ig -cosg = 0, Vz € [0, 27] lı = 0, h = 0, Is = 0, 


deci 
S p(tat = 0, [S7 p(t): costdt = 0, fă” p(t): sintdt = 0. 


Atunci, folosind dezvoltarea în serie trigonometrică Fourier, rezultă 


Ker f = f € C[0, 27] | p(t) = X (an cosnt + bn sin nt), an,bn E R, n > 2} Ă 


n=2 


c) Pentru A = 0 (valoare proprie), subspaţiul propriu este Ker T. Pentru o valoare 
proprie A Æ 0, un vector propriu p asociat valorii proprii satisface relaţiile echivalente: 
fle) =A & y = + f(y), deci pe Im f > Ja,b,c E€ R nu toate nule, astfel încât 


p(x) =a + bsin gz + ccosz, Va € [0.27]. 


Atunci egalitatea f(p) = Agp se rescrie 


27 27 
J (acost + bsinteost + ecos? t)dt -sing + | (asint + bsin2t + csin t cos t)dt = 
0 0 

= A(a + bsinz + ccos x), Vx € [0,27]. 


Identificând în egalitate coeficienţii familiei liniar independente (1, sin x, cos z}, obţinem 


relaţiile: 
27 27 27 
at — bcost + csint = Aa 
0 0 o 
27 ajan a sine |27 2ra = Aa alà — 27) =0 
a sint + po + c— Ab Te = Ab Ab — rc = 0 
o) g 0 mb = àc àc— nb =0. 


27 p— sin 2t |27 
2 


Tia 


0 


27 
= 
[9) 
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Se disting cazurile: 
i) a = 0. Subcazuri: 
e b = 0 => àc = 0. Dar s-a presupus à Æ 0 deci c = 0 => ọ = 0, posibil. 


e b #0 =A= Ẹņ¥. Folosind ultima ecuaţie, rezultă 


b? FbO => À 


(6 EN. 


Pentru A = 7 avem 
b = c > g(t) = b(cost + sint), b E R, 
iar S\=r admite drept bază vectorul {cost+sint}. Pentru A = —r avem b = —c, deci 


p(t) = b(cost — sint), b € R, iar Sà=—-r admite baza (cost — sint). 
e a # 0 = à = 2r. Ultimele două ecuaţii conduc la 


| 2b=c 


2c=b 
deci y(t) = a, Yt e [0,27], iar Sx=2 admite baza {1}. 
În concluzie, f admite valorile proprii A = m, A2 = —7, Ag = 27, iar bazele 
subspaţiilor proprii asociate sunt: 


ob=c=0, 


B; = {1}. 


Se observă că toate cele trei subspaţii proprii sunt incluse in Im f = L({1, sin x, cos x}). 


Bı = {cosx +singz}, Bə = {cosx — sin z}, 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2004-2005 


arctg (z?+y?) 


> (7, 0 
I. a) f(x,y) = ye (27| . Obţinem succesiv: 
1, (x,y) = 0,0) 
arctg (x°) i 
t 2 2: 0 
OF 0,0) = lim f(z.0) — 440,0) aia rad — lim Z8 (a) a 
Ox z—0 IX z—0 z£ 0 z3 
Li lim TA 2x — 2x 2 lim — zt 
2-0 32 goala) 
arctg (y?) 
Ag) — 1 
ð y—0 y y—>0 y 


b) a(z, y) = f(x,y)— f(0,0)—-0-0 _ 


242) 


areto la a MR 
=—. Atunci yx? + y? = t > 0 pentru 


Va? +y? Va? 3 


x —> 0, y > 0 (t > 0). Deci, folosind un rat 
arctg (t?) _ 1 
(z, y) = lim — 


lim a 
x,y—>0 t—0 


Hy 
ionament identic cu cel de la punctul a), 


= 0, deci f este diferenţiabilă Fréchet în (0,0). 
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-2x (x° +y’ )— Arctg (22+y2)-2z s 
EESTE , deci 


1 
c) Pentru (x,y) Z (0,0), avem 2 — Ge 
notând t = z? + y?, obţinem: 
2 2 
li of — lim? li EnA = arctg (x? + y?) — lim? li a = arctg t e 
Goor e A e (22 + y2)? E 2 dle: a 
y—0 y=—0 y=—0 y=—0 t>0 


deci 21 este continuă în (0,0). Analog, St este continuă în (0,0). 


d) Fie h(x) = arctg z > h'(x) = ma Dar 


1 o0 oo 
= 2 C1)" 2”, |z| <1= = > (-1) 2”, la) 
n=0 n=0 


1+ 22 


glx) = f 5 ED" -t | dt = y. (E1): , alia — 5 GF „Ani 

0 2n+1 4 2n+1 anti Za (2n + 1)(4n + 1) i 
serie de puteri cu coeficienţii an = = Determinăm raza de convergenţă, 
(2n + 3)(4n +5) 
(2n + 1)(4n +1) 


£ ün 
lim 
N—OO 


= 1. Intervalul de convergenţă este deci 


An+1 n— oo 


> 1 
—1,1). Dacă z = —1, atunci seri — a est tă 
(—1,1). Dacă x , atunci seria dl ) Ont Danti este convergentă 
conform criteriului Leibniz. Analog, pentru z = 1, seria xl 1)” . ez F mF 


rezultă convergentă. In concluzie, mulţimea. de convergenţă este [—1, 1]. 


(=1)” 
(2n + 1)(4n + 1) 


— v 1 
=> Bn? + 6n — 999 > 0 < n Nn ( SEV =) n € {11,12,...}. 


< 1078 & (2n + 1) (4n + 1) > 1000 & 8n? + 6n + 1 > 1000 = 


II. a) f(x,y,z) = £” +y” +z” —3ry +2? — 2z. Aflăm punctele critice ale funcției 


f, acestea satisfac sistemul: ŞI = n-o — 32 =—0 . Distingem cazurile: 


3f = mean 1 4 2z—2=0 
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1—3y=0>y= ł 
i) Dacă n = 1, atunci 4 1—3r=0=>xv= 4 , deci A = (4,4,4) este punct 
22—-1=0>z=3 
0 —3 0 
critic. Matricea hessiană în acest punct este Hs = | —3 0 0 ļ, deci 
0 0 2 
2, /111 un 5 
d'f | 2,3,5 | = (dz, dy,dz)Hş | dy | = —6dxdy + 2dz*, 
332 d 
z 
deci A nu este punct de extrem. 
2z — 3y =0 
ii) Dacă n = 2, atunci 4 2y—3x =0 , de unde B = (0,0, 4) este punct critic, 
42 —2=0 
2 —3 0 
iar matricea, hessiană în B este Hy = —3 2 0 [,iar 
0 0 4 


1 3, \7 5 
d (0,0,3 ) = 2da? + 2dy? + 4d2? — dedy = 2 (de za) dy + Ad”. 
Această formă pătratică nu are semn constant, deci B nu este punct de extrem. 
3x? — 3y =0 > y = x? 
iii) Dacă n = 3, atunci 4 3y? — 3z = 0 ezE {a = {z212}. 


322 +2z—-2=0 
Din primele două ecuaţii rezultă zt — x = 0, cu soluţiile posibile z = y = 0, sau 
x =y = 1. Matricea hessiană este: 


Gr —3 0 0 3 0 
Hp(z,y,2)=| —3 6y 0 = H;(0,0,z7)=| -3 0 0 ; 
0 0 6z+2 0 0  6z+2 
deunde rezultă Cı = (0,0, z1) nu este punct de extrem. Analog, C2 = (0,0, z2) nu 
6 —3 0 
este punct de extrem. Avem H(1,1,21)= | —3 6 0 deci 


0 0 6z+2 
d f(1,1,z1) = 6dx? + 6dy? — 6dxdy + (62 + 2)dz = 
= (vV3dz — V3dy)? + 3dx? + 3dy? + (62 + 2)dz2 > 0, 


deci C3 = (1,1,21) este punct de minim local. În al patrulea punct C4 = (1,1, 22) 
6 —3 0 

avem: H;(1,1,z2)= | —3 6 0 , deci 
0 0 6z +2 


1 9 
P f(1, 1, 22) = 6dz? +6dy? —6dzdy+(622+2)d2? = 6(dz— zdy)? + dup" +(6z2+2)d2?. 
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Dar 629 + 2 = —9V/7 — 2 + 2 = —2V7 < 0, deci fA, 1,22) nu are semn constant şi 
deci (1, 1, z2) nu este punct de extrem. In concluzie, nmin = 3. 


b) Avem f(0,0,1) = 0, iar pentru n = 4, 
fizy2)=0> + yt +2" —3ay +2? — 22 =0. (2) 


Notăm z = z(x,y) şi derivăm (2) în raport cu x. Obţinem: 


Oz Oz Oz 
4r? + 425. 3y + 22: 2. — =0, 3 
dă î op IT oa Oz (3) 
de unde rezultă gz = a, Derivăm (2) în raport cu y şi obținem: 
Oz Oz oz 
4y? +423. 2 — 3y +22: 2. < = 0 4 
iu căii: T = (4) 
de unde rezultă De = r= Punctele critice ale functiei z(x, y) se obțin rezolvând 
sistemul: 
Oz _ 0 4r 
ðr Tee Y= -z 
Oz — Ap = 2569 
r 0 3x — 4y 3z — 56x a 


Din a doua ecuaţie obţinem: x (3 = 256) =0 zE fo, = Vă ți Punctele staţionare 
sunt deci: (0,0), (E, vz) ; ( Vă 3). 


c) Derivăm (3) în raport cu z şi obţinem 


2 
122? +122. (22) H43. E Haz. 3 =0, 
IL 


r2 z2.(22\?—2. (22)? 
deci uE n (32) 2-(52) . Derivăm (3) în raport cu y şi obţinem 
Oz 02 2 Oz əz o?z o?z 
1222 e 2 + 42’. 3+2.. 2z. 2 =0, 
i Oy Ox di Oz0y Oy Ox 5 OzOy Oz0y 
_9 92.92 (632 
deci te =) e ri tu Derivăm (4) în raport cu y; rezultă 
ON? 022 ON? a a 
12y? + 1222 | 22| 425 42| <) +22— -2— =0, 
d i Oy i Oy? Oy “op Oy? 
_19422-(22)2(62 
deci Hs = scai E +5 Atunci d22(0,0) = 0-dz2+0-dy2+2:5dady = ždxdy, 


şi deci (0,0) nu este punct de extrem pentru z(x,y). 


III. a) Matricea A = (B+ B+) este simetrică, deci toate rădăcinile polinomului 
caracteristic sunt reale. Fie A o valoare proprie pentru A. Atunci Ax = Ax şi deci 
Q(z) = XAX = AX >08) >0. 
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5 3 —5 5 2 —4 
b) Pentru B = 1 8 1 J|, rezultă A = 2 8 2 |. Polinomul 
-3 3 5 -4 2 5 


caracteristic al matricii A este det(A — AI3) = —A(A — 9)? = 0, deci A = 9 (ua, = 2) 
şi A2 = 0 (ua, = 1). Determinăm subspaţiile proprii asociate valorilor proprii. Pentru 
A = 9, sistemul caracteristic asociat este 


_4 2 4 a 0 —4rz + 2y — 4z =0 
2 —1 2 b = | 0 ]&4 2r—-y+2z=0 > 
—4 2 —4 0 


—4rz + 2y — 4z = 0 
< b= 2a + 2c, a,c E R & (a,b,c) = (a, 2a + 2c, c) = c(0,2,1) + a(1,2,0), a,c E R. 


0 1 
Alegem vectorii proprii liniar independenţi vı = 2 |, w= 2 |. Pentru 
1 0 
A2 = 0, avem 
5 2 4 á 0 5a + 2b — 4c = 0 
2 & 2 b |=| 0] os a+4b+c=0 <> 


Ea E s 0 —4a +2b+5c=0 


&a=c= 2b, bER& (a,b,c) = (—2b, b, —2b) = b(—2,1,—2), bE R. 


Alegem vectorul propriu v3 = (—2,1,—2)*. S-a obținut astfel baza diagonalizatoare a 
matricei A dată de B = {v1, v2, v3}, a cărei matrice modală (matricea de schimbare la 


O 1 —2 9 0 0 
baza diagonalizatoare) este C= | 2 2 1 „iar D= C71AC=| 09 0 
1 0 —2 0 0 0 


este matricea diagonală. 


c) Ortogonalizăm baza primului subspaţiu propriu, apoi normăm reuniunea, bazelor 


t 
Y à 5 . 7 vi 2 d r 
celor două subspaţii. Obţinem: va = Tal = (o, F 4) şi 


2 —4 


4 t 
wiva) VU = (1,2,0) — 5 ` (0,2,1) = (i 5) =) |l (5,3,4), 


Üz = V2 — 
22 (ov) 


deci 


, S ( 5 2 —4 ) o 0 ( 21 l 
v2 = = v = E) E) > V3 = = a) i 
> Joal ? (9v5 9v5 9v5) > * — Teall 33 3 


0 _5_ l 
y IE e 
Baza cerută este B’ = {v1', v2’, v3’ }, iar matricea modală este C” = B a5 3 
1 -4 2 
v5 9v5 3 
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d) Avem 
5 2 —4 £ £ 
Xi (2,y;2) 2 8 2 y | +(10,4,8)| y | -22=06 
—4 2 5 z -y7 \: 


4 5°? + 8y2 + 522 + 4ry — 8xz + 4yz + 10x + 4y — 8z — 22 = 0. 


P i : Ai 
Cuadrica este degenerată fără centru de simetrie, deoarece det ( A 9 ) = 
i, 53 


şi det A = 0). Pentru a afla ecuaţia redusă a acesteia aplicăm metoda valorilor 
proprii. Efectuăm schimbarea de coordonate (rotatia de reper Oxyz — Ox'y/2 de 
x = 5y' [9/5 — 22 /3 


matrice C”) X = 0'X' o 4 y= 2x'/V5 + 2y'/9V5 +z'/3 , unde X = (x,y,z), 
z = x! / V5 — 4y' /9V5 — 22 [3 


X' = (ay), iar O” este matricea de la punctul c. Înlocuind X în 5, se obtine 
D: y? + 4V5y + 9x’? — 22 = 0, care prin restrângerea pătratului în y’ devine: 
y y i g 
92 + (y! + 2V5)? = 42. În urma translaţiei de reper Ox'y'z! — O"gx"y"z" dată de 
x" = x! 
9x”? 12 


13279 + #5 = 1l, deci se obţine 


relaţiile 4 y” = +2V/5 , ecuaţia cuadricei devine 
PA x z! 

un cilindru eliptic cu generatoarele paralele cu O”2”. 

IV. a) f(£1, £2, 3) = (za cos 0 + z3 sin 0— 1, x2 + 1, — x1 sin 0+ x3 cos0— 1). Avem 


IF@) — fw) = 
= || (zı — yı) cos 0 + (z3 — y3) sin 0, x2 — y2, — (zı — yı) sin 0 + (3 — y3) cos ||, = 


= Viza — y1)? (cos? 0 + sin? 0) + (x2 — y2)? + (z3 — y3)? (cos? 0 + sin? 0) = 


= (zi — y1)? + (£2 — y2}? + (z3 — y3} = ||x — yll2. 
b) Obţinem 


f(x) = (zı cos0 + zz sin — 1, z2 + 1, —aa sin 0 + z3 cos 0 — 1) = 


= (xı cos 0 + z3 sin 0, £2, —x1 sin 0 + x3 cos 0) + (—1,1,—1), 


deci f(x)f = R(£1, £2, £3)! + V, unde R = ( “ge i) iar V = (a): 


— sin 0 0 cos? —1 


c) Polinomul caracteristic asociat matricei R este 


cos — A 0 sin 0 
P(A) = det(R — Al3) = 0 [=ă 0 = (1 — A)(A2 — 2Acos0+ 1). 
— sin 0 0 cos — A 


Deci P(A) = 0 & A € {1,e*!?}, Determinăm subspaţiile proprii pentru complexificata 
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RC a transformării R. Pentru A = 1 obţinem sistemul caracteristic 


cosĝ—1 0 sin 0 


a 0 (cos0 — 1)a + csin = 0 
0 b |=| 0]e Și (056 —1) > 
asin 0 + c (cos 1)=0 
—sind 0 cos0-—1 e i 


© 


0 


&a=c=0; bER 8 (a,b,c) = (0,b,0) = b(0, 1,0), b E R. 


Alegem vectorul propriu generator vı = (0,1,0)î. Pentru A» = cos 0 + isin 6, avem 


—isin 0 0 sin 0 a 0 
0 1— e” 0 b |=| 0 | & (a,b,c) = (a,0, ia) = a(1,0,i), a € R. 
— sin 0 0 —isin 0 c 0 


Alegem v2 = (1,0,î)* vector propriu. Pentru X3 = A2 = cos0 — isin, alegem 
vectorul propriu v3 = Uz = (1,0, —i)*. S-a obtinut baza Bes = (vw, v2, v3} a spatiului 
C3, formată din vectori proprii ai endomorfismului RC (complexificata transformării 
liniare R). Se observă însă că R este transformare liniară reală, endomorfism al 
spaţiului vectorial real R3. Distingem următoarele cazuri: 

e Pentru 0 € R\{kr | k e Z}, R admite o singură valoare proprie A = 1 cu 
vectorul propriu generator al subspaţiului propriu asociat vı = (0, 1,0). 

e Pentru 0 € (2kr | k € Z}, avem R = I}, iar A = 1 este singura valoare proprie 
(triplă, pu = 3); R? este subspaţiul propriu asociat, o bază a acestuia fiind cea 
canonică, {e1, €2, e3}. 


—1 0 0 
e Pentru 0 € {(2k + 1)r | k € Z}, avem R = 0 1 0 |], iar valorilor 
0 0 —l 
proprii A1 = 1, 2,3 = —1 le corespund respectiv vectorii proprii generatori 


a = (0,1,0)f, w2 = Re(vı) = (1,0,0), w3 = Im (vı) = (0,0,1). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profilele electric şi mecanic(baraj), 2004-2005 


I. a) Fie A valoare proprie pentru A. Atunci 


AXI] < IAI: IXI 


AR SAK ep AX] = AAS As a Mae] 


= |All. 


4 
Alegem ||A|| = |All = max 4 X` aij] p = max{11, 17,23,23} = 23, şi obținem 
j=1 
A] < 23. 
b) A este autoadjunctă. (evident) 


110 Rezolvări - anul I 


c) A este pozitiv definită deoarece: A = 6 > 0 şi 


6 2 RR: A ; i 
A2 = =50>0, A3=|2 9 5|=369>0, A= >0 
2 9 _3 5 13 —3 5 13 -2 
0 1 2 2% 
II. a) Polinomul caracteristic al matricii A este 
—A 1 0 0 0 0 
0 —àÀ 1 0... 0 0 
det(A — Ala) Sf a g | 
0 0 0 0... AÀ 1 
a1 a2 a3 a4 sey An—-1 An — À 
e E E. -A1 00.. 0 0 
0—10.. 0 0 0 =NI 0o 0 0 ME 
“pa w waa T o 0 0 0.. ŽA 1 => (DĂ + An. 
0 0 0 0... 0 —A aı A2 Q3 Q4 ... An—1 n 
Dezvoltând determinantul după ultima coloană, obținem 
—A 1 0 0 0 0 
0 —à 1 0 0 0 
An = iea = 
0 0 0 0 —A 1 
Q1 a2 Ga a4 ... An—1 ün 
-A1 00.. 0 0 E E a, 4 
soyma aies E hepata tira], 
aı a2 G3 A4 E An—2 QAn—1 0 0 0 0 =à 


deci An = —Apn-1 + an(—1)”7tA”71. Rezultă relaţiile 


An = -An -1 + ap (—1)”-1A"-1 
Ani =: — Apa F an—1(—1)”72A"-? 


A3 = — A2 + a3(—1)2X2. 
Amplificând Ay cu (—1)"-£, (k = 3,n) şi sumând, rezultă 
An = (— 1)" 2A2 + (11) Han àt + anA + --- + aA’). 


—A 1 


De asemenea, avem Ao = 
ai 02 


= —Aa2 + ay, deci 


det(A—AIn) = (—1)9A4"+(— 1)" La AP e + (17 Lag2+(— 17 1a22+(— 1)" 2aa. 
Prin urmare, 


det(A — 314) = 0 S A? Han AT! o + ag A? + aA? + aa =0. 
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Notând rădăcinile polinomului cu 1, A2,- - - , Ap, multiplicităţile acestora satisfac relaţia 
(Hyi + Has +++ + Ha, =n). Pentru À = à; obţinem sistemul caracteristic 


—A; 1 0 O asa 0 0 A 0 
0 -à 1 0.. 0 0 l 
[9 2) 0 
0 0 0 0... Ai 1 C 
Qn 0 
a a2 a3 Qq ... üAn-1 Gu—A 
Qs = Aa 
a3 = X2ou 
© < 


GIA + a2ÀiQ2 a mia re dpi tă an1 + (an — AAN Lan = 0 
S alar + aa +: + apoi 2 + (an — AAN 1) = 0. 


Notând A; = (a4 +a; +...), sistemul are soluţii doar dacă A; = 0. Subspaţiul 
propriu asociat valorii proprii A; este 


Sy, = {(a, Aia, A2a,...,A la) | a € R}. 


b) Polinomul caracteristic este: A — as? — aÀ +a = 0. Relaţiile lui Viétè 
conduc la rezultatul dorit: 


a3 = M` +2 +3 =1+1+4=6 0 1 0 
—a2 = A2 + À1à3 + à2å3 = 1L+A4A+4 9 aı 4 A 0 0 1]. 

A sa 

—aı = Aa = 4 9 6 


III. Derivata funcţiei F are forma 


Poj = lira vu]  In[l (ay [1 2y, 
y? y? Ja +22 r? 
1+(a+y)2y2 1+(a+y)?y? PEN 
= A (Heas ) +Y 2y dz = In (hetua ) 9 +y E 
i u TF ry? 7 2 + 2arctg (xy) = 
y a—y y yY PEE 


ăi 1+(a—y)2y 
= a 2arctg (ay + y7) — 2arctg (ay — y’). 


IV. Curba de intersecţie este: 


3 4 


u)2 2 
12 +y +2 =6 z=-—(£ +y) (x +4) +% =1 
= = 
z+y+z=0, 


z+y+z=0 r? +y? +ry=3 


deci avem un cilindru eliptic cu generatoarele paralele cu axa Oz intersectat cu un 
plan oblic (vectorul normal n = i+j+k |Y k), prin urmare o elipsă. O parametrizare a 
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y = 2sint 
acestei elipse este: 4 x = Văcost — sint , te [0,27], deci a(t) = (v3 cost — sint, 
z = —văcost — sint 


2 sint, — v3 cost — sint) şi obţinem succesiv 
a (t) = (—V3sint — cost, —2 cost, V3 sin t — cost), 
a” (t) = (—V3cost + sint, —2sint, V3 cos t + sint), 
a! x al = 23i + 2V/3j + 2V/3k, 


iar elementele Frenet sunt: (i) versorii Frenet 


-= a a —1 -= 2 : 1 E 
T == == = (V3sint + cost)i +4 cos tj +4 (V3sint — cost)k, 
lall v6 v6 v6 v6 

5 ā&a' xa" v3 = = = 
B = arxar] = (i +j +k), 
R Bi (sint — V3cost)i y tj + = (V3cost + sin t)k 

= = — (sint — 1 — —= SIN -= m . 

vö vE V6 
şi (îi) curbura k = lesel = F = z şi torsiunea 7 = 0 (care se obţine prin 


calcul direct, sau observând că a este curbă plană inclusă în planul x + y + z = 0). 
Formulele Frenet se scriu 


T > z ie = 
U aN LNN 
dt 6 
dN 
P —kuT + rvB = -T 
dB = 
dt = TUN = 0, 
unde v = ||@'|| = v6. Căutăm valoarea parametrului t asociată punctului A. Din 
relaţia, 
(1,1, —2) = (V3 cost — sint, 2sint, — v3 cost — sint), 
int = 1/2 
rezultă | a t= J2’ deci t = $. Atunci în acest punct avem elementele Frenet: 
al Ls a —1 Ta Ba a B a să 1 
T DE Sie N= i+ k, Ba = (+j d e pop = —, Ta =0. 
[h gi a pi it at Ba = OD) tao Je m 


Casă n x?” p9 (—1)” (x?)” | 
=l n=1 


i BA 
a 8 pere Aaa yepe, de unde prin integrare obținem 


OO 


= goti z g” 
— di = Son = -jj 
f Tran a 2 aea 


n=0 
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In(1 < 4 
deci utka = 5 1)” z , |æ| < 1. Substituind z — z?, rezultă 
T n+1 


In(1 + 22) _ = ME ii _ In(1 + 2) 


Atunci, integrând prin parți, obţinem: 


2 gz 2 
f so =f BU ei (+1) 
1 1 


t2 


e f1 1 
ef ~—2tdt-r+1= 
„tei 


1 
—z+1l= 
1 


= — 2 ln(x? + 1) + n2+ 2arctg t 


= —i ln(z? +1)+mn2 + 2arctg r — 3-a. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2005-2006 


g u E R ei o 4 ` 
I. a) Notând z? + y? = t, rezultă lim = lim = lim —. Efectuând 
z230 T +Y o t 150 et 


z 
substituţia z = 4, rezultă lim — = 0 = f(0,0), deci f este continuă în (0,0). 
z—oo ež 


e 2 E 
„Fie t = H, rezultă lim et -t* = lim — = 0. Analog 
t—o0 et 


əf = ļi 
b) Oz ” 0) lim r2 £ 
se obține 3L (0, 0)=0. 
c) Pentru (x, y) Z (0,0), avem 


RE | 
of COE» al a 20 (2? +y?) -e 7 - 2a e zty „20 (ata — 1) 
bso (22 +42) N (22 +42) i 
deci i ( | 
e 22+y7 2r 
a gara, (z,y)# (0,0) 
Oz 
0, (x,y) = (0,0) 
Analog, 
1 
e 22+y2.2y = —1 
of = alh ) , (£, y) # (0, 0) 
Oy 
0, (x,y) = (0,0) 
Notând t = ZE rezultă, 
E i oaie sie A 
, , [să 2+y2 . 2x (= =È 1) | s e 24y? . (e >: 1) 
Ha R a pp 
P(t-—1 (3) 
= lim 2 - lim et (t—1)-t? = lim2z- lim ( z ) =0= 910.0), 
z 00 e z 


y=—0 y= 
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deci 21 continuă în (0,0). Analog se demonstrează că St continuă în (0,0). Fie 


1 


f(x,y) — f(0,0)—-0-£-0-y e aty? 


alt, y) = = ; 
(2,9) [22 +y? (22 + y2) Vr? +y? 


tyt 
Avem lim a(z, y) = jim e™t tvt = jim a = 0, deci f este diferenţiabilă Fréchet 
z— —oo >œ e 


y—0 
în (0,0). 


(e e] 
1 i-a ; ó 2 1 1 
d) 7 = — - z”, deci înlocuind z — A, rezultă e!/2 = — : ——, pentru 
| z ] 2n 
nl n! x 
n=0 n=0 


P ; gaje? X 1 1 zid aF æ% j oo 1 F 
x #0. Atunci Sa = di gma şi deci OT vakni | mēn? T, 


de unde rezultă 


© el/s =>. 1 gnt Z1 1 = 1 
| iai ae ca 0 mul aer) O aran 
II. a) f(z) = arctg (2) > f'(2) = apa = J) CD" > fila) = UCI: 
n=0 n=0 
q2n+l 90 q2n+l 
3 = = d i = 1 M 1 1 
sa +O iar f(0) =0 > C =0, deci f(x) dl d me e i, 
: . < (1) 
b) Pentru z — 1 în egalitatea de la punctul a), obținem 5 = f(1) = 
=i 2n +1 
arctg (1) = T 
c) f(x,y) = cosx + y? — 2y + 5. Punctele critice ale lui f se obţin rezolvând 
sistemul 


of a 
g > — sina =0 sing =0o ze {kr ]|keE zZ} 
= 
y= 


— = 2y—2=0 


deci punctele critice sunt { (kr, 1) | k € Z}. Matricea hessiană H+ (x, y) = (C ma 5) 
(—1er1 0 

0 2 
pătratică d?f(kr,1) = (ITI . dz? + 2dy?. Distingem două cazuri. Dacă k este 
par, atunci d? f (kr,1) = —da? + 2dy?, deci (kr,1) nu este punct de extrem. Dacă 
k este impar, atunci d? f(kr,1) = dz? + 2dy? > 0, deci (kr, 1) este punct de minim 
local. În concluzie, f admite punctele de minim local (((2m + 1)7, 1) | m € Z}. 


calculată în aceste puncte este Hy(kr,1l) = ( ) şi conduce la forma 


III. a) Matricea diagonală asociată lui A este D = (8 i 3), iar matricea modală 


(de schimbare de bază) este C = (i d — J Au loc relațiile 


D = CT!AC & A = CDOT! > det A = det C - det D - det C7} = 0. 
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b) Cei trei vectori proprii ai matricei A formează o bază în spaţiul vectorial R3, 
deci A este diagonalizabilă. 


c) Folosind egalitatea A = ODO 1, obţinem: 
A? = (CDO = CD?O™ = C. 0 D050 = MURE = 34°, 


deci A5 = 3A2. 
Metoda 2. Polinomul caracteristic asociat lui A este 


P(A) = = (à = 0}? (A — 3) = =A? (à — 3) = 3X? — 3°. 


Conform teoremei Cayley-Hamilton, avem 34? — A? = O; o A? = 342. 
IV. a) Obţinem succesiv AB = —2i — 3j — 2k, AC = (u — 1) i + (v — 1) j + uvk, 
i j k 
2 3 2 
u—1 v—-1i w 


ABx AC = = į (—3uv + w — 2)—j (—2uv + 2u — 2)+k (—2v + 3u — 1). 


sl 
E 
= X| 


b) AAAOB = Ei 3 OA x OB 


„iar OAxO0B=|1 1 
-1 -2 -1 


||OA x OB|| = V12 +02? + (-1)? = V2 => Aa40B = ~>- 


2 
r=u 
c) Eliminând parametrii u şi v din ecuaţiile parametrice, obţinem 4 y =v 
z = 1 +w, 
deci rezultă ecuaţia carteziană z = 1+ay. Efectuăm rotația Oxyz — Oz'y 2 de axă 


2 


r= V2 (a 


—y') 


Oz = Oz şi unghi 7/4, dată de relaţiile 4 y = ua (x! +y') » iar ecuaţia cuadricei 
i 


Z= 
12 12 
devine z = 1 + 3%. Translatând originea în punctul O” (0,0, 1), deci efectuând 
x! = x" 
translaţia de reper dată de relațiile 4 y = y” , ecuația cuadricei relativ la reperul 
z =z"+1 


2 — y"? deci cuadrica este o gea (paraboloid 


roto-translatat O”x"y”z” este 2z” = z" 
hiperbolic). 


d) Folosind punctul a), condiția de coliniaritate AB x AC = 0, revine la relaţiile 


—3uv + 2u —2=0 3uv — 2w +2 =0 u= 1 
—2wv + 2u— 2 =0 e 2u—2=0 < v=1 
—2v + 3u-1=0 3u—2v=1 uv = 0, 


sistem incompatibil, deci nu există u,v € R a.î. A, B, C să fie coliniare. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2006-2007 


y? - sin (22) y #0; 


I. a) Avem f(x,y) = . Atunci 
0, y=0 
ata, 0) = lim EO -AO L im 020 0 
z=a L—a rar —a 
af f(a,y)— f(a,0) y? sin(27) dă 
By (%0) = lim y a y = n eta pA 


2 n (z2 
— fey) f(a,0)—0(z-a)-0y _ Y siaa) 


b) Au loc egalităţile a(x, y) Jaaa? s 
Pl sin(22)] fx l 
Dar pentru y > 0,x — a avem |a(z,y)| = Jen < |v]: sin (23)] — 0, deci 
z?+y 


f este diferenţiabilă Fréchet în (a, 0). 


c) Avem $£ = y? -cos (23)- 25 = 2x - cos (23), y # 0; 


3 2 2 92 2 2 2 
s. = 2y-sin (3) +y2-cos (=) . (2) = 2y-sin (3) 27 -COS (3) , y £0. 


2 
ARE: y T PESES , T T GUN 
Dar limita lim 2z - cos (=) nu există, deci 2 nu este continuă în (4,0). Doarece 


y—0 


2 2 2 
i . [x az a S i ct za Cea 
lim 2y - sin ( ) 2— -cos ( ) nu există, rezultă că şi nu este continuă în (a, 0). 
apa y 


y—>0 5 y y? 
II. a) f(x,y,z) = sing + siny + sin z — sin(x + y + 2). Obtinem 

o 

a = cosx — cos(x + y+ 2) = 0 

ox 

of 

g, > CS9 — cos(z +y +2) 0 cos x = cos y = cos z = cos(x + y + z). 
y 

9 

o = cos z — cos(x +y + 2) = 0 

Oz 


Dar funcţia cosinus este injectivă pe (0,7) > £ = y = z. Avem 


cos z = cos 3x > cosz = 4 cos? x — 3cosz => 4cosz(cos2 x — 1) = 0 


de unde rezultă variantele i) cosz = 0 => z = 3; ii) cosx = 1 => imposibil; iii) 


cosg = —1 > imposibil. Deci singurul punct critic din Dy este (3, 23 z), Avem 
— sing + sin(x +y + 2) sin(x +y + 2) sin(x +y + 2) 
H; = sin(x +y + 2) — siny + sin(x +y + 2) sin(x +y + 2) 
sin(x +y + z2) sin(x +y + z2) — sinz + sin(x +y + z) 
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—2 —1 —1l A, = —2<0 
deci H;(2, 3:3) = 1 —2 —1]. Dar A2=3>0 „deci (3,3,3) este 
—1 —1l —2 A3=—4<0 


punct de maxim local. 


sin 


1 co url 1 

ICE! ) sin(2 — 33) Ă 

b) Avem § = > Gem) = X PE, deci 
- cos( ) - cos ai £ 0087 COS pr 
= 5 sin + - cos TS cos Ł - sin TA se : 

— I I X g — g 
E PE SE n 1 
e cos COS FI eri n + 


MN = 06 +1j+1k=j+k 
MP =1i+2j+1k=i+2j+k 


P = (2,3,2), Q = (3,2,1) E ci sai N ie ai 
MQ = 2i + 1 +0k =2i +2], 


1 1 O 1 1 
L a carul i = |(1+2-—4)| = 


b) f(x,y,z) =y+ 222 = 1. Obţinem 3 bf = 2z; ŞI = 1; 97 = 2z, deci 


IC Of 


O 


şi deci ecuaţia planului tangent cerut este 


(2 + 1)2+ (y—3)1+(2—1)-(—2)=002x+y—22+1=0. 


IV. a) det(A Ap) SA] 0 Poa=0 0 P=azaza 
11 ; A =0 
b)a=1> A G petsa, 


1 1\/a\_ /0 acER 
Pentru An =0 > (i a (5) = (0) a a act, , de unde 


: aj. g 
vectorul propriu: ( ) „iar vectorul ales pentru baza ortonormată este 
—a 
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Pentru X = 2 > fi ic) (2) = o = y = ô € R, deci vectorul propriu 


= 
H iar vectorul ales pentru baza ortonormată este hiv? 
îi hiv2 
v2 å x2 
Prin urmare, notând e = sign(a), u = sign(y), avem C = €- p j Ja : 
2 2 
2  v2 
e,u = +1. Dar din condiţia de orientare pozitivă, rezultă C1 = o 3 şi 
a 2 


_V2 
vă v3 gF g _ să 

TEE JE 20) | cos = E tsiera 
22 


sin cos sin 0 = -%2 
v2 v2 ; = —V2 
TT — =z a a cos0 —sinĝ cosh = -5 š 
7. Analog, C2 ŻA A o cosp | ? uis A deci 
2 5 2 
0=r-7= Sr, Verificăm ortogonalitatea matricelor: 
A v2 {2 Va 1 0 i ʻ 
Ct. 0 = Ja i . 4 Ja = (a a! deci C4 ortogonală; 
ME „Aa v2 Va 1 0 E r 
C$ . Ca = Ea a . A 3% = € l deci C2 ortogonală. 
2 2 2 2 
CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2007-2008 
I. a) Derivata funcţiei f(x) = arcsin x este f'(x) = 1-3 = (1 —a2)-2. Dar 
—1)” —1.-.-(a — 1 
a-l! Pa )- (mă ci ) an, a e RIN, deci 
mei n! 
E > (CD a a 1:3- (2n -1) 
1 3 =1 = d 
i "2 n! "R 2 - n ii 


E (2n — 1)! 
Efectuând substituţia x — x?, rezultă (1 — x?) ? = 1+ ťa n ze = f'(x), 


2n . a 
n>1 
2n— 1)! pn 
deci f(x) = x + 2, a, "aF + C. Dar f(0) = arcsin0 = 0 conduce la 
(2 — 1)! 2n+1 
C = 0, şi prin urmare f(x ETAR n) E mT 


n>1 
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2n — 1)! 1 
b) Conform cu a), f(1) = 1 r ( = a IE Dar f(1) = aresinl = 3, 
1.3.5.::2n—1 1 r 
j ; = 1. 
deci d 2-4-21 m41 3 


II. a) Avem P : z + 2y + 2z = 0; fie M(a, b,c) şi M' = prpM. Ecuațiile perpen- 


dicularei din M pe planul P sunt: 2 = #F = 4 =t. Atunci 
zr=a+t t = (—a — 2b — 2c)/9 
j | y =2t+b x = (8a — 2b — 2c) /9 
A 4) e z=2t+c = y = (5b — 2a — 4c) /9 
zr+2y+2z=0 z = (5c — 2a — 4b)/9. 
a—4b 


(Se 2 Dea x ) şi, evident, f este liniară. 


9 
8a — 2b — 2c = 0 
Determinăm nucleul aplicaţiei f: 5b — 2a — 4c = 0 b c 2a, a E€ R, 
5c — 2a — 4b = 0 
deci Ker f = {(a,2a,2a) | a e R}; o bază în Ker f este {vı = (1,2,2)}. Fie 
y = (y1, Y2,Y3), y E Im f. Atunci există x = (a,b,c), ai. 


8a — 2b — 2c = yı 
f(z)=y< 5b — 2a —4c=y2 $ yı = —2y2 — 2y3, wys€R, 
5c — 2a — 4b = y3 


deci Im f z {(2y2 + 2y3, Y2, Y3) | Y2, Y3 E R} =: {y2(2, 1,0) s y3(2,0, 1) | Y2, Y3 E R}; 
prin urmare o bază în Im f este {v2 = (2, 1,0), v3 = (2,0, 1)}. 

8 —2 —2 
b) Matricea transformării liniare f este My = 3 (z A 24). Matricea reală My 


Prin urmare f(a,b,c) = 


este simetrică, deci este diagonlaizabilă. Altfel. Aflăm valorile proprii: 


Toate cele trei rădăcini sunt reale, valorile proprii A = 1 (dublă confundată), şi 
A2 = 0 (simplă), deci cu multiplicităţile algebrice 2, respectiv 1. Multiplicităţile lor 
geometrice sunt respectiv 2 şi 1, deci f este diagonalizabilă. 

c) Fie P: Ax + By+ Oz = 0 un plan care trece prin origine; aflăm proiecția unui 
punct M(a,b,c) pe planul P. Dreapta perpendiculară pe P ce conţine punctul M are 
ecuaţiile 


v-a y-—b z—c z=4ita 
t y=Bt+b ,tER, (5) 
A B C 
z=Ct+c 


deci proiecția căutată {(a, b, c)} = PN D corespunde valorii t care satisface ecuatia 


A(At + a) + B(Bt+b)+C(Ct+¢) = 0 t(42 + B? + 02) = —Aa — Bb — Ce, 


t= —Aa-Bb-Cc. 


deci -A4 B240? > înlocuind în (5), obținem 


PE (B? + C?)a-— Bb- Cc (4? +C?) b? — Aa- Ce (A? + B?°)c- Bb- Aa 
(a, c) A2 + B2 + C2 ? A2 + B2 + C2 ? A? + B2 + C2? ? 
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: a SE Rr aa Us : 1 B?+0? -B =C 
deci o aplicaţie liniară a cărei matrice este ap -A A40 -C 
-A -B A2+B? 


III. a) Avem g(x) = {x} = x — |z]. Fie k € Z. Atunci 


glx +k) = z+ k- |r +k] =z +k- jr] -k= z- |z] = y(x), Vz € R, 


deci p este periodică cu perioada T = p € Z şi perioada principală Tą = 1. Calculăm 
n 
În = g(x): cos(2nraz)dz. Avem 
0 


0, x € [0,1) A x € [0,1) 
1, x € [1,2) x-1, z € [1,2) 
[z] = ni = p(z) = 
n-—1, ze|n-1,n) xr-n+1, zeln-1,n) 
n, z=n 0, z=n 


şi deci, făcând abstracţie de discontinuitatea în z = n a ultimului integrand, rezultă 


1 2 n 
În = f g(x): cos(2nrr)dx +] p(x) : cos(2nrz) da +--- +] p(x) - cos (2nrz) da 
0 i n—1 


ia sin (2nrk) dz 
a a 2nT i 


pi ic sin(2nrz 
= D (x — k) cos (2nrz) dz = 5 (e k) (Zn) 


2NT 
k=0 0 


n-—l 


k+1 n—l1 
i cos (2n7z) 1—1 
a ui DD iam, 
k=0 k k=0 


= y (kr) 


b) Arătăm că functiile fn(£) = J 


sunt periodice. Punctul a) implică 
k=1 


n 


hern- PUZ A = fala), 
k= k=1 


=> 


deci fn este un şir de funcţii periodice. Pe de altă parte, avem jega < F, iar seria 
OO 00 

1 T ERIE ka e otelu 
5 Jk este convergentă, deci seria 5 — ) este uniform convergentă, şi deci fn este 


k=1 k=1 
şir uniform convergent. 


c) Datorită convergenţei uniforme, pentru a € R\Q, avem 


lim f(x) = lim lim fa(x)= lim lim fa(x)= lim fn (a) = f(a), 


z—a L—a no No t>a n— o0 


deci f este continuă în a, unde în ultima egalitate s-a folosit continuitatea în a € R\Q 
a sumanzilor funcţiei fn. 


IV. AB = BA, A? = 13, B2008 = J}. a) Fie A valoare proprie pentru A 
asociată vectorului propriu v Æ 0. Atunci se poate arăta uşor, prin inducţie, că 
A”v = A", Yn > 0. Pentru n = 2007, obţinem A2007y = X2007p. Dar A2007 = Iz, 
deci A2007 = 1. Fie u valoare proprie pt B asociată vectorului propriu w Æ 0. Ca mai 
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sus, rezultă B2008ay = uw, Dar B2008 = 13, deci 42008 = 1. Prin urmare (deoarece 
cmmde(2007, 2008) = 1), singura valoare proprie comună a celor două matrice este 1. 


b) Presupunem că P şi Q nu sunt prime între ele, deci există a rădăcină comună 
pt P şi Q; rezultă 


a207 — 7 > a = cos a | isin AT, k {0, .. . , 2006} 
(a+1} =1 =>a+1= cos „e kisin p € {0,... , 2007} 

deci cos #8% = cos ser — 1 şi sin #5 = sin Pr. Notând a = 28T şi 8 = Er, 

obținem i e = adu să de unde, prin ridicare la pătrat şi sumare, rezultă, 
cs5 = 2 Be (am Și mezin (e = 0207), 

Dar 2mr + 3 = #1 2m = ġa F 4; deoarece 2m € (0,2, ..} iar 


ida F $ € (—2,2), rezultă m = 0 => k € {++} N 0,2007 = Ø, a Aem 
nu are soluţii iar P şi Q nu au rădăcini comune, deci sunt prime între ele. 
c) Deoarece matricile A şi B comută, notând A + I3 = U, —B = V, avem 


(A+ I)” - = (-1)". B” -x $ ((A + I)” —(-1)". B")z=0 
S [(A + I)” — (~B)"] z = 0 & (A+ Is + B) (UT +U®"?. V +... + Va =0 
s (Un +U". V +... +V”) (A+ B + I) x] = 0. 


Dar a doua paranteză din membrul stâng este nulă, deci egalitatea din enunț are loc. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2008-2009 


I. 1) A este inversabilă dacă şi numai dacă det A Z 0. Dar det A este produsul 
rădăcinilor complexe ale polinomului său caracteristic PA (A) = det (A — AI) e C [A], 
deci dacă prin absurd A neinversabilă, atunci det A = 0 = PA (A) admite rădăcina 
reală A = 0, ceea ce contrazice ipoteza. Rezultă A inversabilă.  Polinomul caracter- 
istic al matricii A are doar rădăcini complexe conjugate de forma À, A € C\R. Dacă 


sii (A — `x) ( (A = A) „n = 2m, atunci 
k=1 


Pa- (A7!) = det (A71 — A-11) = det (AAT!) det (AAT! — T) - AP = 
= An. det (A-1). det [A (AAT! — 1)] = A n det (A-1) det (A — AI). 


Cum A = 0 nu este rădăcină a lui PA(A), pentru orice rădăcină A a lui PA (A), rezultă 
Pa-i (A71) = 0. Deci polinomul caracteristic al matricii AT! are drept rădăcini 
inversele rădăcinilor matricii A, deci de forma i e CR. 
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II. a) Matricea T va avea pe coloane componentele unei baze a spaţiului R3, 
formate din vectori proprii ai matricii A. Pentru a afla această bază, determinăm 
valorile proprii ale matricii A. Avem 


1—-à 2 2 
Pa(àA)= det(A- AI)=| 2 1-A 2 |=—(A+12(A-—5). 
2 2 1-àÀ 


Deci P4 (A) = 0 & à € {—1,5}. Notând cu S) subspatiul propriu asociat valorii 
proprii À, avem pentru A = —1, 


a 2 2 2 a 0 
v=| b |eSsio(4+Iv=0e |2 2 2 b |=| 0 |&a+b+c=0+4 
c 2 2 2 c 0 


4 v = (a,b, —a — b) = a(1,0, —1)* + b(0, 1,—1)* € L({(1,0,—1)*, (0,1, —1)*}). 


Pentru A = 5, avem 


a —4 2 2 a 0 
„-[î) EE e E 4 e )-(a)e 
c 2 2 —4 c 0 


—2a+b+c=0 bc t t 
| a—2b+c=0 | v = (a,a,a) = a(1,1,1) € L({(1,1,1) })- 


1 0 1 —1 0 0 
DeiT=| 0 1 1|, irxD=T7AT=|0 —1 0 
—1 —1 1 0 0 5 
b) Se observă că A = TDT-! = (TUT 1)2009, de unde rezultă 
200/—1 0 0 —1 0 0 
D = U®”®, U = 0 209/5 0 =| 0 "%5 0 


0 0 2009/5 0 0 2009/5 


a 
III. Avem a; = 1; Ani = zi * Gai X — g me. 


n 
n>1 = 
bn 


a) Calculăm raza de convergenţă p a seriei de puteri. Obţinem 


bn41 1 


An+1 n li 
ENTE g E im îi pe 
noon+ Il n+1 


n+l an 


lim 


n— oo 


) 
n n— oo 


deci p = œ iar domeniul de convergență este R. 
an 
b) Fie S(x) = — - x”. At 
) Fie S(x) > Pi, unci 
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IV. a) Avem f'(2) = — = (1 — z?) 1/2. Dar 


1-a 
1 1 3 Į 
=i > „A =) ( =) Ma 3 n+l) n 
(1+) 2 =1+ aci - Doe 
deci (1 — z?) -12 = 1 + gi + Eee Hoo t yeg +... Rezultă 
2 1:3- (2n — 1) 2 1:3- (2n— 1) 
7 = 2n — 2n+1 
ra= ana 2 IQ) 2 anar ' 


n=0 n=0 


Notăm an = m] > lim ZH -1> p = 1, deci intervalul de convergență 
nn 7 n an gent 

2 1:3- (2n — 1) 

este I = (—1, 1). Pentru z = —1, avem f(—1) = ; 


i an | 2(n + 1)(2n + 3) . n(6n+5) 6 3 
li —1]=1 1 l =- = 
r (2 ) E iad, ( (2n + 1)? EA (2n + 1) 4 2 A 1, 
deci folosind criteriul Raabe-Duhamel, seria este convergentă. Analog, pentru z = 1, 
seria este convergentă. Deci mulţimea, de convergenţă este [—1, 1]. 


12.32... —1)2 
b) Notăm X` e= 


= S. Dar 
Zi a 


oo 


SR 1-3---(2n— 1) ami S 19087 ea (2n — 1) EE 
fœ) D e ai Pee LEII OEI O S 


n=0 n=0 
"a 12.932... (2n — 1)? int 5 OS e C aia, 
Za 2-4. 1-3: (2n — 1) (2n +1) Za (2n +1)! 
Rezultă 
1 e ie (00 i 12-32... Due 1 
si E E. -lq 
s(3) 2, 2n+1.(2n+1) 2 2 2”. (2n +1) a (ps) 
1 1 1 1 
deci arosin (5) = | Se 5=3+35>8=7-1. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
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2 : 

„ xz—sing 2 1 — cos x . 2sin (2) 1 : an — Sin an 1 

lim = z =li == 0 lim = =, 

z—0 z3 L'H z>0 3x z>0 3x2 6 n= oo a3 6 

deoarece lim a, = 0. Folosind criteriul comparaţiei la limită, rezultă că seriile 
n—> oo 


5 lan — sinan| şi 5 la, |? au aceeaşi natură. 
n>1 n>1 
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b) Conform punctului a), deoarece 5 la, |? este convergentă rezultă că seria 
n>l 
5 |an — sin an| este convergentă, deci 5 (an — sinan) este absolut convergentă, şi 
n>1 n>1 
deci X (an — sin an) este convergentă. Dacă am presupune că 5 an Şi 5 sin an 
n>1 n>1 n>l 
nu au aceeaşi natură, atunci 5 (an — sin an) este divergentă, ceea ce este fals, deci 


n>1 
> an şi > sin an au aceeaşi natură. 
n>l n>l 
. o y e a _ i ES 
c) Fie an = LS Observăm că lim an = 0,am Æ 0 iar an < 3 implică, 


sin an > 0, deci 


—1)"1 . sin sin ay. 
pym a 


3 
; n 1 a a ea) 
Deoarece seria X a = X — r S X —; este convergentă, din criteriul 


njw 


n>1 n>1 (n3 zi 1) n>1 nz 
de comparație cu inegalităţi, rezultă că Xo a5 este convergentă şi conform punc- 
n>l 
i i ; S n 
tului b), X sin Qn are aceeaşi natură cu X aa: Avem Xan = 5 rl Ş 
nal n>1 n>1 n>1 
n 
„măi . vn i y 
lim nl = lim o = 1 Æ 0, deci D= > şi D = au aceeaşi natură. 
NSR = nayni n>l Fa +1 Siv” 
Dar D = este divergentă = 5 an este divergentă = 5 sin an este divergentă = 
Savn n>1 n>1 
SC ( 2 ) te absolut tă. Pent t 
seria - sin | ——==— ] nu este absolut convergentă. Pentru convergenţa 
n>l n? +1 


simplă, se observă că argumentul sinusului din seria > ( sat- 


n 
POL sin | = 
n>1 l ( n’ =) 


isface 0 < < 1< 3, deci sin (=) este şir descrescător şi poate fi folosit 


vn mT n3+1 
criteriul lui Leibniz. 
II. a) Avem lim a 7 0, deoarece dacă alegem £n = yn = + — 0, 
e T +y’ n no 
y> 


flEn Yn) = Ta = 1 » 0, deci f nu este continuă în R 


b) Calculăm g(t) = f(p(t)) = gii y = ariy. Atunci g'(t) = qp. deci 


g'(t) = 0 implică t = 0 punct critic (maxim), conform tabelului de mai jos. 


x | —o00 0 +00 
g|) + + 0 -— —- 
g | -1/2 Z 1/2 N -1/2 


Rezultă că funcția g este crescătoare pe (—oo, 0) şi descrescătoare pe (0, +00). 
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c) f(z,y) = zip = i deci pentru h(t) = zi avem f(x,y) = h (3), 
Vy Æ 0. 


III. a) Observăm că 0 este valoare proprie pentru T dacă şi numai dacă 
dim Ker (T — 0Id) > 0. Dar Ker (T — 0Id) = Ker T, iar 


v € Ker (T) & v = (A + u, à, à — u) = à (1,1,1) +4 (1,0, —1), \, u ER. 
CL L 


— 


t t 
Vi Va 


Deoarece  rang|ui,v2] = 2, rezultă că {v1, v2} formează bază în Ker T, deci 
dim Ker T = 2 > 0; prin urmare 0 este valoare proprie pentru T, iar vectorii proprii 
asociati formează Ker T40}. 
b) Se observă că v = v1, w = v, deci v,w € Ker T. 
T(v) = T(w) =0 
c) Avem . Folosind liniaritatea lui T, 
T(e2) = (2,2, —2) = 2 (e1 + e2 — e3) 
rezultă, 
T(e+) + T(e2) + T(e3) = 0 
T(e.) = T (e3) =0 


i T (e1) = T (e3) = 1 — €2 + €3 
T (e2) =2 (e1 + ez — e3) 


T (e2) = 2(e1 + e2 — e3). 


d) Matricea A a lui T relativ la B are pe coloane coeficienţii vectorilor T (e1), T (e2) 


-1 2 —1 
şi T (e3) relativ la B, deci A = | —1 2 —1 |. Polinomul caracteristic asociat lui A 
1 —2 1 
—1—A 2 —1 
este PA = 1 2— A 1 |, iar vectorii proprii v = (a,b, c)t asociaţi valorilor 
1 —2 L-A 


proprii 40,2) se obţin succesiv: 


A=0 (=i 2 3) (E) =08a-2+c=08 v= (°) $ 


1 —2 1 c c 
2 —1 
ev= (i)+e(ọ), bceR 


A=2 1 6) =(0)e acacia Sv=a E „a€R. 
1 —2—1/ Ne 0 a—2b-—-c=0 1 


IV. a) Fie (£n')p, (£n”)„ E L. Atunci adunând egalităţile de mai jos şi înmulţind 
prima egalitate cu A, obţinem: 


1 1 
n41” = San! me San (Zn H ahaa == s (2! | ta) 6 (En ł dia) 
=> 
1 
Enpa” = ak E (Axa) = a (Azn) = g OTni) 


pentru orice A € R. Rezultă (£n' + £n”) € L, (A£n') e L, deci L este subspatiu 
vectorial închis. 
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5 1 5 1 1 1 1 /5 2 1 
zUn — zUn-1 = j k = = = Un 
6 615g m 6 2-1 on |12 12) gi H 


5 1 5 1 1 1 1 /5 2 1 

-Un — 3Un-1 = . . = = = Un E) 

66 nl 6 3n 6 ani ani lg 18] ani ni 
deci (un), (un), E L. 


c) u, v sunt liniar independenţi, ca vectori în S. Într-adevăr, QUn + bUn = 0, 
Un > 1 conduce pentru n € {1,2} la sistemul 


ii pe a=0 
ß=0, 


n? 


deci {u,v} bază în L. Atunci orice şir (zņn)„ E€ L se descompune după această bază. 


În cazul nostru, relaţia zn = 3 + £, n > 1 se rescrie pentru n € (1,2), 


b 

tg =l 3a + 26 = a = —4 1 1 
b o s > zn = (dom +Izr: 
9 


9a +48 =0 


AIQ RIS 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2009-2010 


I. a) Fie {i,j,k} o bază ortonormată în V3. Notând 
o = |lu — i||? + lo = jll? + ho = Il, 
avem de demonstrat implicaţia o < 1 = familia F = {u,v,w} este liniar indepen- 
dentă. Presupunem prin absurd că deşi o < 1, familia F este liniar dependentă, 
deci există o combinaţie liniară nulă au + Bv + yw = 0 în care cel puţin unul dintre 
coeficienţii a, 8, y este nenul, adică a? + 62 +2 > 0. Atunci avem 


a(u — i) + B(v — j) + ylw — k) = —(ai + Bj + yk). 


Aplicând acestei relaţii norma din R? şi folosind faptul că baza {i, j, k} este ortonor- 
mată, rezultă, 


lla(u = i) + Bo — 3) + = E) = I| — (ai + 63 +) =? + 67 +. 


Utilizând apoi succesiv inegalitatea triunghiului, inegalitatea Cauchy-Schwartz pentru 
produsul scalar canonic din R? şi ipoteza o < 1, rezultă 


a? +8? +? =latu-)+ 8l = j) + ylw — k)|| 
< lal: |lu = ill + 181- llv — jll + Iyl: Ilw — kll 
< (lal? + 18|? + 171?) (lu = ill? + llv — jI? + Ilw — kll?) 
=o(a +8? +7) <P +EP +7, 
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deci s-a obţinut o contradicţie. Prin urmare familia F este liniar independentă. 


b) Notăm cı = cos(a,î), c2 = cos(b, j), C3 = cos(c, k). Avem cą E€ [+1,1], 
Vk € 1,3, deci folosind ipoteza, rezultă: 


5 1 
z Se tetes S2 +e > cs > 3. 


Analog se arată că c1,c2 > $. Admitem prin absurd că familia F = {a,b,c} este 
liniar dependentă. Fie 7 subspatiul vectorial generat de F, asimilat cu un plan care 
conţine originea. Fie i! = pri. Avem (5,17) < (i,a), deci 


cos(î,î7) > cos(i,a) = c1. 


Notând cu n versorul normal la m, avem de asemenea cos(î,i7) = sin(n,î) şi deci 


e < sin(n, i) "9! s1. Analog rezultă relaţiile omologe 


co < sin(n, j) Z s2, c3 < sin(n, k) n si. 


Adunând cele trei relaţii obţinute, rezultă sı + s2 + s3 > C1 + C2 + C3 > 5. Notând 


—— 


kı = cos(n, i), ka = cos(n, J), ka = cos(n, k), 
din faptul că n este versor, rezultă k? + k2 + kâ = 1. Folosind egalităţile 
2 p2 . 
sj + kj = 1, Vj € {1,2,3}, 
rezultă s? + s2 + să = 3 -— (k? + k3 +k?) = 2. Au deci loc relaţiile 


s2+ s2+ s2=2. (6) 


S1 + S2 4 53 > g? 


Dar, folosind inegalitatea Cauchy-Schwartz pentru suma din stânga inegalităţii şi apoi 
a doua egalitate, rezultă 


1- sı +1-s2+1-s3 < y1? + 12+ 1? s2 + s2 + s2 = V3- V2 = V6. 


Folosind prima relaţie din (6), obtinem V/6 > sı + s2 + s3 > 5, de unde v6 > Š & 
2/6 > 5 & 24 > 25, contradicţie. În concluzie familia de vectori {a,b,c} este liniar 
independentă. 


m 
II. Se observă că implicaţia inversă este imediată: dacă B = P(A) = 5 ak A", 
k=0 


m 
atunci AB = 5 aj Att! = BA. Pentru a demonstra implicatia directă, presupunem 
0 


k= 
adevărată egalitatea AB = BA. Notând cu à1,..., An cele n valori proprii distincte 
ale matricii A şi respectiv cu f1,..., fn generatorii celor n subspaţii proprii $1,..., Sn 
asociate, se observă că ipoteza AB = BA implică 


A(B fr) = BAfk = BOnfn) = Ar(B fr), 
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deci Bfk E€ Sk. Dar Sk = L( fk), şi deci există pp € C a.f. Bfk = un fu. Prin urmare 


fi...» fn} este bază diagonalizatoare atât pentru A, cât şi pentru B. Notăm cu 
C matricea, diagonalizatoare C = [f.,..., fn] şi avem matricele diagonale asociate 
A = C-LAC = diag (A1,..., An) si B = C-LBC = diag (u1,..., Hn). Se constată, 
că deoarece valorile proprii A1,..., An € C sunt distincte, determinantul Vandermonde 
care are pe linii vectorii vp = (AẸ,..., AE) € C”, k € 10,...,n — 1) este nenul, deci 
vectorii (v0,...,vp-a) formează o bază în C”. Deci notând w = (u1,..., Hn) E€ C”, 
există scalarii ag,..., n-a € C, astfel încât w = agvo + ::- + an—1Un—1 şi deci 


B = aoln + aÅ + az Å? +e ++ ün Anm = P(Â). 


Înmulţind această relaţie cu C la stânga şi cu C-1 la dreapta şi folosind egalitatea 
CAEC! = (CACI, Yk € 10,...,n — 1), rezultă B = P(A). 


III. a) Notând cu div (m) numărul divizorilor unui număr natural nenul m, cu 
P1; P2,---,Pn primele n numere prime în ordine crescătoare şi cu b, = pi... Pn- 
Se observă că {bn}n>1 este un şir de numere naturale strict crescător şi că avem 


div (bn2) = 20°, Sirul 4/ān conţine subşirul 


n— o0 


yn = Y div (bn) = V2 = 2" "2P +o, 


deci raza de convergenţă a seriei de puteri este R = 1/ ¥/|an| = 0. 
b) Integrând prin părți, obtinem 


1 1 
an = J ze "da = -f x” (e7; dx = — (re 
0 0 


1 
— 1 
deci an = —ż + nan—ı. Prin calcul direct, obținem ao = e “da = = . Se ob- 
0 
servă că an > 0, vn € N, deoarece integrandul este funcţie pozitivă continuă neidentic 
nulă, deci 0 < an, Yn € N*. Sumând relaţiile ag = kag-a — +, k € (1,...,n) înmulţite 
pentru fiecare k € (1,...,n — 1} respectiv cu n(n — 1)(n — 2) ----- (k + 1) obţinem 
an =niap—I(l+n+n(n—1)+n(n-—1)(n—2)+::-+n(n—1):-:--3:2) 
= nlao— i (At gimt t+ h)a! = He- On), 
unde í i i i 
0, = (Late: "2P e. 
( 11 21 (n— 1)! Z) E 
Dar e— 0n este eroarea dintre suma seriei Taylor asociată funcției f(x) = e”, x € [0,1], 
(n+1) (ap g” 
deci este restul Lagrange în z = 1, dat de R = f (ie, SE. „z* € [0,1]. 
(n+ 1)! (n+ 1)! 
e 
Dar 0 < z* < 1=——— < R< ——, deci 
ar 0 < z* < mpi SES ua eci 
1 N— OO 
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: ăi 5 inert d . y 1 
şi deci lim an = 0. Prin trecere la limită în relaţia de recurenţă an = — + n: ana, 
n— oo e 


rezultă. lim nan—-ı = —, deci 
n— oo e 


şi deci raza de convergență este R = 1. 


c) Orice şir de numere reale {£n }n>1 este convergent dacă gi numai dacă este şir 
Cauchy, deci dacă 


Ve > 0,3n € N*, aî. Vni, no > n, |Eng — n] < €. 


Dar pentru £n = 1+4 +--+ ż avem 


Je = ł >0, a.f. Yn € N*, An = n, n2 = 2n > n, cu proprietatea 


1 FI | 1 
2n 2n 
O 


n termeni 


la ss aţi 1 
|En — In| = |z + Can 326, 


deci şirul nu este şir Cauchy, deci nu este convergent. Fiind şir crescător cu termeni 


1 1 
pozitivi, rezultă lim a, = lim (ı + 3 ++ 9 = œ, deci 


n— o0 n— o0 n, 


QAn+1 
an 


L = lim 


-imj + VE a, 


ün 


şi deci R = + = 1. Distingem trei cazuri: 
n 
(i) pentru z = 1, seria numerică obţinută are termenul general bn = 5 —, şi este 
n 
k=1 
serie divergentă deoarece lim b, = lim an = oo Æ 0, deci seria de puteri diverge; 
n 
1 
ii) pentru x = —1, seria de puteri devine S(—1) = —1)” —; termenul 
(2) p i cn = Sos 


n>1 k=l 
n 


I 
general al acestei serii, bn = (—1)” 5 — produce şirul sumelor parțiale, format din 
n 


k=1 
n—> oo 
. . N— OO . e dee) . P . 
subşirurile bən —> +00 şi bani —> —o00, deci bn J— 0 şi prin urmare pentru 


a = —1 seria de puteri nu este convergentă; 


(iii) pentru |z| < 1, folosim indicaţia din enunţ. Observăm că are loc egalitatea 


1 1 Z gf 
EEEE T E Z grk 
(1+5+ +i) dă gk, 


de unde rezultă 
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Da 5 xr” = lim z Sa z i 5 r ln(1 — x), deci suma seriei este 
IT == . A — = — E 
n—=oo =g l1- r’ 3 n i 
n>1 n>l 
zln(1-— a) 
S(x) = ——=. 
(x) TE 


IV. a) Se observă că funcția y(t) = t2n+1e-Y este impară, deci pentru x > 0 avem 
] p(t)dt = 0 şi deci fn(x) = fn(—z),vz e R. Efectuând schimbarea, de variabilă 


u = t?, unde t € (—o0, x], şi apoi integrând prin părţi, obţinem 


1 PO P 99) E EEN rr eT? 
=—— |—u"e +n ue “du | = — + fn-1 (2), 
2n! 22 z2 2n! 
2n pT 
: ze 
deci f(x) = — i + fa- (2). 
b) Integrând în relaţia de recurenţă obţinută şi notând an = J fn(£), rezultă 
1 2n? 
egalitatea an = —bn + an—1, unde bn = | de. Sumând relaţiile obţinute 
0 n 
din relaţia, de recurenţă prin înlocuirea n — 1,2,3,...,n, avem 
m 1 adr 1 2n 
1 PAN y 1 =a T 
an =00- 523 j geog | e (S2) a 
=1 n=l 
1 f a = (22) 
= 09 — = T —1 d 
mire lose 


Se observă că suma tinde pentru n — oo la ez, deci trecând la limită în egalitatea 
obţinută, rezultă 


1 1 1 
2 ; 1 1 ii 
lim am = 0-3 | e” (ore )az= 0-3 | -ede = 00-347 | e ° dæ. 
2 Jo 2 Jo 0 


și 1 ft 2 
da = -5f e“ dr, şi 
—00 2 0 


1 z 1 —42 
ii 2 
Dar ao = A GS te™t at) dz = -f 5 
0 0! —00 0 2 


1 
deci lim an = =. 
n—oo 2 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul I, profil mecanic, 2009-2010 


I. a) Cum 1 € (0, 3),Yn > 2, rezultă că seria este o serie numerică cu termeni 


[e ©] 00 

1 1 : . J 

pozitivi. Seria 5 sin“ G) are aceeaşi natură cu 5 mA deci este divergentă pentru 
k=2 k=2 

a < 1 şi convergentă pentru a > 1. 
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. /1 
: sula u g y y 
b) Cum lim Eana = 1, rezultă că raza de convergență este p = 1. Dacă 
n— oo sin( z1) 
OO [e 0] 1 
x = 1, avem > sin —, divergentă. Dacă z = —1, avem > (—1)” - sin —, convergentă 
n n 


n=l n=l 
(criteriul lui Leibniz). Rezultă că mulţimea de convergenţă este |—1, 1). 


II. a) Notăm t(x, y) = x? + y?. Atunci: 


20 -iii i 188 opt 98 2 pui 

ə? 02 

Fa = 2f'(t) + 4r? f"), = 2f' (t) + 4y? f” (t), 

3g g 
de unde r2 + ðy2 = 2f'(t) + 4f” (t) 
(x? + y?) sin z> (x,y) = (0,0) 
b) Pentru funcţia h(z,y) = , problema 

0, (x, y) =0 


derivabilității apare doar în punctul (0,0). Fie 


a(z, y) = 
(2,9) i 


h((x,0) — h(0,0) 


Oh = li = li -sin ———— = Q0: Əh == 
Avem $> (0,0) lim lim z sin ZIP 0; analog Jy (0,0) = 0, 


z 
deci a(x, y) = yx? + y? : sin (z): Dar lim a(s, y) = 0, deci h derivabilă în 
Tt, y> 


origine. 


ln(1 2 
ady Ayo Jai a CE 20), E, 
z—0 r2 z—0 1 + z2 
1 OO 
b) Fie f(t) = In(1 +t). Atunci f'(t) = TSE XC (=1)” - t” (dezvoltare în serie 
=0 
90 pri j 
Maclaurin), deci f(t) = S 1)”. T Rezultatul cerut este criteriul lui Cauchy, 
n 
n=0 
întrucât: 
n+2 n+3 n+p+1 
(a f 75 + a dea ` FE H. t (=1J tP ” T 
pn+2 pn+3 pn+p+l 
i (E taia n+2 Ţ ( 1). n+3 Fond ( Ieri i n+p+1 
_ |t? 1 {0+3 1 t | 1YP totp 1 t te[0,1] 
=| Di a (aya — aya) (OLE te. atp ntp) S 
AR 
n+2 
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1 9,9) 
c) Cum a Da) - x”, pentru |x| < 1, înlocuind z cu z?, obţinem 
1 > n n 
pa S_(-1) - £?” , pentru |z| < 1. 
n=0 
oo q2n+2 
d) Folosind punctul b), obţinem In(1 + z?) = 5-0 i „pentru z € 
mar n+1 
1 2 le,e) 1 oo 
| In(1 + z4) go | 2n TN (=1)” 
[=1;1], deci | e Da al g! xdg, şi i= r 
2n+1 j 1 co —1)” co 2 1 2o —1)” 
il bpne Le -2 a- 
2n+1lo 4% (n + 1)2n +1) am 2n+1 n+i1 = bl 


OO a n OO 
a afla Si = 5 a se observă că din c), rezultă 1 = yp” - x°” pen- 


n=0 n=0 
oO 


1 
tru z € (—1,1), deci integrând! obţinem i Ipga” = DD" | aae, Rezultă 


oo 2n+1 


arctg £ = yep — 


ari 2n+1 


+ C, pentru z € (—1,1). Considerând egalitatea pentru 


oo q2n+l 
= 0, obţi C = 0, deci arctg x = —1)” 
z tinem eci arctg x dl ) mri 
Criteriul Leibniz, rezultă convergenţă seriei şi pentru x € {—1, 1}, şi deci arctg z = 
99 2n+1 oo —1)” 
Dar pentru x € |-1,1]. Pentru x=1, obţinem Sı = 5 a = 


n=0 n=0 
tg 1 = Č. Pent BaS ne 
arctg 1 = 7. Pentru a afla 952 Iri 


n=0 


pentru x € (—1,1). Folosind 


„se observă că avem ln(1 + z) = 


90 n+l 
T£ 

> (=1)”. TEL pentru x € (—1,1], unde convergenta pentru z = 1 este asigurată 
n 


n=0 


= 1 
de criteriul lui Leibniz. Atunci, pentru x = 1 obţinem S2 = yop i = In2. 
em n+1 
Prin urmare, I = 2- S1 — Sa = 2. 7 —ln2 = 3 — ln2. 
9 In(1 +z?) 
Totuşi această metodă nu permite aflarea rezultatului exact. Integrala | E 
1 IL 


1Se poate verifica uşor că seriile care intervin se pot integra termen cu termen pe domeniul indicat 


dx 


Faza locală profil mecanic 2009-2010 133 


nu este improprie (punctul a). Folosind integrarea prin părţi, rezultă 


1 In(1 2 ti” 
i LRE i PA = di (>) -ln(1 + z2)da = 
o T 0 T 


1 Fi 2z 
+ =: d = 
0 oz l+r 
: 1 2 T 
= —ln(2) + lim z: n(1 +€ )+2. arctg x = 3 — In(2). 


—— 
0 


1 
= — nf +z’) 
z£ 


IV. a) Fie A o valoare proprie a matricii A şi v € R3\{0} un vector propriu asociat 
valorii proprii A. Atunci avem 


Av=Av, Aw = A. Av= Avs Aw, Avs Aw. 


Folosind relația din ipoteză aplicată vectorului v, obținem 


Av = Av > Xw = Ww $ (X3 — Aw = 0. 


Dar v 7 0, deci A3 — A = 0, şi deci singurele valori proprii sunt rădăcinile ecuaţiei 
A(à? — 1) = 0, deci A € {0, +1}. 

b) Deoarece matricea are valori proprii reale, ea este jordanzabilă. Fie C matricea 
modală (diagonalizatoare) care are pe coloane coordonatele unei baze formate din 
vectori proprii şi eventual vectori principali ai matricei A. Atunci J = CT1AC are 
formă canonică Jordan şi se observă că 


J’ = (CACI = CRC = CACH =J, 


deci J? = J. Distingem trei cazuri: (i) dacă valorile proprii sunt distincte {—1,0, 1}; 
atunci, acestea fiind simple (de multiplicitate unu), matricea este diagonalizabilă; (ii) 
dacă una dintre valorile proprii este dublă şi prin absurd A nu este diagonalizabilă, 
atunci J conține două celule Jordan, una dintre acestea având ordinul 2; în acest caz 
J = D +N unde D este matrice diagonală cu proprietatea D3 = D (deoarece are pe 
diagonală valori proprii ale lui A, din mulțimea {+1,0}), iar N este o matrice nenulă 
nilpotentă de ordinul doi (N? = 0). Atunci 


J? = J & (D +N =D +N & (3D? — I3)N = Oz. 


Dar matricea 3D? conţine pe diagonală numerele 0 sau 3, deci (3D? — I3) este o 
matrice diagonală inversabilă şi deci N = O3, contradicție; (iii) dacă A admite o 
unică valoare proprie triplă A € {+1,0}, atunci J conţine o singură celulă Jordan; în 
acest caz J = D + N unde D = Alz este matrice diagonală cu proprietatea D? = D, 
iar N este o matrice nenulă nilpotentă de ordinul trei (N? = 0). Atunci 


J? =J 8 (D+N) =D+N & (3D? — 13)N +3DN? = Oz. 


not 


Dar (3D? — 13) = (3X? — 1) = M este o matrice diagonală inversabilă şi deci 
N = —3M-1DN2, unde matricea din stanga este nilpotentă de ordin trei, iar cea din 
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dreapta este fie nilpotentă de ordin doi (pentru A € 4+1)), fie nulă (în cazul A = 0), 
deci contradicţie. In concluzie, în toate cele trei cazuri, A este matrice diagonalizabilă. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2010-2011 


I. a) Polinomul caracteristic al matricei A este P(A) = à? — Tr(A)A + det(A), 
deci teorema Cayley-Hamilton conduce la relaţia A? — Tr(A) - A + det(A) - I2 = O9, 
unde O» este matricea nulă de ordin 2, iar I> este matricea unitate. Dar Tr(A) = 0, 
deci relaţia devine A? = — det(A) - I şi deci aplicând urma în ambii membri, obtinem 
Tr(A?) = —2det(A). Cum însă din ipoteză Tr(A2) = 0, rezultă det(A) = 0. Prin 
urmare A2 = —2- 0 - I = O2. 

b) Se poate verifica imediat că urma oricărei matrice de forma |A, B] este nulă?: 


n 


Tr([A, B]) = XC ([A, Bi = X (aijbji — bijaji) = X. mgjbj— X. bijaşi 


i=1 ij=l i,j=1 i,j=1 
n n n n n n 
= Do agba- J bag > J aisbii — J. bjia = YI (@ijbji — big) = 0, 
i,j=1 i,j=1 i, j=1 i, j=1 i=1 j=1 


unde în al doilea termen s-au redenumit indicii (i + j) şi apoi s-au permutat cele 
două sume. 

Aplicând urma în ambii membri ai egalităţii [A,B] = A, rezultă egalitatea 
0 = Tr(A) (*). Egalitatea din enunt se rescrie AB — BA = A. Amplificând egalitatea 
cu A la stânga, apoi la dreapta, sumând cele două egalităţi obţinute şi aplicând urma, 
obţinem succesiv: 


| A2B — ABA = A? 


2 Dn 2 2 _ 2 
ABA- BA2— 42 ABBA =24 & [A", B] = 24°, 


deci Tr([A?, B]) = 2Tr(42). Urma din stânga fiind nulă, rezultă 0 = Tr(42) (**). 
Dar relaţiile (*) şi (**) sunt exact ipotezele punctului anterior a), deci A? = O3. 


II. a) Aria triunghiului cu formula lui Heron este A = y/p(p — a)(p — b) (p — ©), 
unde p = (a + b + ¢)/2. Din inegalitatea mediilor, obtinem 


3 
. —a—b—c p 
Vip = ap pc) < Pop = 5 > (p-alp-bp-0)< 3. 
Prin urmare A = Vp(p— a)(p — b)(p — c) < V5V 2 = EET şi aria maximă este 


2 
A, = Es, care se atinge pentru p— a = p—b = p— c, deci pentru cazul triunghiului 


echilateral (a = b = c). 


b) Consecinţă imediată a Teoremei lui Fermat. 


c) Considerăm funcţia dată în enunţ, g(x, y) = e3% +y’ —3e?y. Unicul punct critic 
al acesteia este (0, 1) şi se demonstrează uşor că este punct de minim local pentru g. 


2Pentru cazul din problemă, având n = 2 proprietatea se poate verifica direct, considerând două 
matrice pătratice arbitrare de ordinul doi. 
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Valoarea, funcţiei în acest punct este g(0,1) = —1. Dar luând, de exemplu, x = 0 şi 
y = —3, constatăm că g(0,—3) = —17 < —1 = g(0,1), deci (0,1) nu este punct de 
minim global al funcţiei. 


III. a) Demonstrăm echivalenta prin dublă implicaţie. 

”(i) > (ii). Fie Ker f = Im f. Atunci pentru orice v € E, notând w = f(v), 
avem f2(v) = f(w), unde w = f(v) € Im f = Ker f, deci f(w) = 0 şi prin urmare 
f? (w) = 0. Rezultă f? = 0, deci afirmaţia (ii),. Se observă că deoarece Ker f = Im f, 
rezultă dim Ker f = dim Im f Notăm cu m această dimensiune comună. Din teorema 
dimensiunii pentru transformări liniare, avem 


dim E = dim Ker f + dim Im f, (7) 


care se rescrie 2n = m+ m, deci m = n şi prin urmare dim Im f =n, deci afirmaţia, 
(ii)a. Pe de altă parte, f # 0 & Im f # {0} o dim Im f # 0. Dar dim Im f =n > 1, 
ceea ce implică f # 0, deci rezultă afirmația (ii)2. 

Implicaţia ” (ii) > (i)”. Fie satisfăcute proprietăţile f? = 0, f # 0, dim Im f =n. 
Pentru orice w = f(v) € Im f, avem f(w) = f(f(u)) = f?(u) = 0(u) = 0, deci 
w € Ker f. Avem deci incluziunea Im f C Ker f. Insă din (7) rezultă 

dim Ker f = 2n — dim Im f = 2n — n = n > dim Ker f = dim Im f =n. 
Cum însă Im f este subpaţiu vectorial în Ker f, având aceeaşi dimensiune rezută că 
aceste spații coincid, deci (i). 


b) Alegem E = R?” şi aplicaţia liniară 
f(w) = (y,0), Yw = (z1,.-., 2n; Y1,- --; Yn) E R” =R” x R”. 
— a 
x y 


Se pot verifica uşor următoarele: (i) Ker f = Im f = {(z;0n) | z e R”}, 

(Gii) f2((z:9)) = F(Y, 0n)) = (0n; 0n) = Ozn, deci f? = 0; (ii)2: f # 0 deoarece, 

spre exemplu, f(0n;1,...,1) = (In, 0n) Æ 02n); (ii)3: din relaţia (7) şi din teorema 
n a 


ln 
dimensiunii rezultă dim Ker f = dim Im f =n. 


IV. a) Se foloseşte dezvoltarea binomială a lui (1 — x)®“, în care se ia a = —3 şi 
12. 

b) Dezvoltarea cerută se determină integrând termen cu termen seria de la punctul 
a). Pentru convergenţa uniformă, folosim inegalitatea 


D 


n>l 


1:3....-(2n—1) g2m+i 
2.4....-(2n) 2n+1 


<y Lë r-i 1 
-7 2-4... (2n) 2n+1 


n>1 


unde convergență seriei din membrul drept rezultă din Criteriul lui Duhamel. 


c) Pentru demonstrarea egalităţii, folosim o metodă elementară. Notăm cu In 
integrala cerută. Integrând prin părți, avem 


1 j 1 1 
In = r?” da = =g" yi- ez + 2n | 2014 /1 — a2da = 2nIn—1 — 2nlIn, 
I V 1 — r2 0 0 7 


2 
de unde Ip = LN a ta Cum J = 2, rezultă formula, dorită. 
2n+1 3 
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1:3...2n— 1 a aia 


d) Din punctul b), avem mă E ORI T 


n>1 


1 arcsin z — Ti 2n—1 qm 


Atunci 
W ata f Era a F 


dz, sau, echivalent, 


1 anti 


f i EOY 1-3...2n—1 
o vl-—zr? £4 2-4... 2n(2n + 1) eaa 


l g2n+1 2.4...2n 
o pe a AR 


Dar, la punctul c), am aflat că 


„ şi înlocuind mai 


sus, obţinem 


arcsin x 1-3 2n— 1 2.4... 1 
da = 14 - E 
o Vl=—az2 i za 1-3. pe HE r = Gap 


1 1 1 1 
e) Calculăm > Tar „ Această sumă poate fi scrisă ca Fi > ja 4 > n +12 
aal n>1 n>0 
de unde 5 > . . > : De la ctul d), ştim că > : 
n = x nctu ım Ra. = 
Une 4 2 (on)? o 420 nH di i Cn FI 
n>1 n>0 n>0 

1 arcsin z 


—— da această ultimă integrală, făcând schimbarea de variabilă arcsin z = t, 


1 2 2 2 2 


Vl — 2 
T T T T 


are valoarea r, Aşadar, > Qn)? = a Suma cerută este z + A 5: 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2010-2011 


1 
a) Avem ien 5 x”, x E€ (—1,1). Cum însă (în 


iA 1 n 
=) ai aa 


n>0 n>0 
1 pari 
integrând termen cu termen, obţinem In a 5 TE zi (—1,1) 
n>0 
1 2 n n+k 
b) Folosind a), rezultă In — -2 - Z- pie LD 


c) Obtinem succesiv 


nik n : afi 1 îsi z2 
DDI = SS Sea (= = Se a 


n>1k>1 n>1 k>1 n>1 n>1 
grtk 1 1 
Se poate observa direct că, ln . Altfel. Notăm cu 
d) g > 3 n + k l- £ l-a f 


2 
S(x) seria cerută. Pornim de la I 5 5 r”tEdr = I Ty” folosind rezultatul 
n>1k>1 
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n+k+1 1 
de la punctul c). Obţinem 5 5 i ai = a + 2In(l — x) — TI sau 
n>1k>1 
pktn xreti xett 1 
= = l 
ygi) o- piso- (u) 
1 
de unde S(x) = In(1 — x) + . 
l-z 
ð 1- re 0 
II. a) Obţinem (0,0) = lim T? _ Nedeterminarea este de tipul — şi 
Oz z—0 z3 3 š 0 
O 2 e —1 2 -7 —1 
folosind regula lui L'Hospital, avem 900.0) = lim E a oală lim = e d 


—gr2 9 
dp, Asiei sistat A iesi 
g Oy 
b) Se pune problema diferenţiabilităţii Fréchet in punctul (0,0). Calculăm limita, 


mp2 _a2 
l—e PY — g? -— y? 


lim = Notând t = z? + y?, această limită se rescrie 
(2,9)—(0,0) (x? + y2)? 

l-e*-—t 
iri -e = 0, deci f este diferenţiabilă Fréchet în (0,0). 
t 3 

k k „2k 
—1 
c) Folosim dezvoltarea în serie e” = 5 "a şi obţinem e? = N Ca şi 
k>0 k>0 
R+12k —z2 R+12k—2 
cit e. (—1)Ttia „l-—e _ (—1)Tia 
k>1 k>1 


III. a) Prin calcul direct, obtinem D = pi Up U y3, unde 
mix =t,y=0, te [0,3]; y2 :y=t,x = 0, te [0,3]; pa:z=t,y=—3—t, te [0,3]. 


b) z = —1,y = —1 este punct de minim global al funcţiei şi se află în interiorul lui D. 


c) Sunt trei situaţii care apar la aflarea extremului condiţionat. Pentru z = 0, 
avem Li(z,y,A) = f(x,y) — Az şi obţinem (0, —3) punct de minim local. Pentru 
y = 0, avem La(z, y, à) = f(x,y) — Ay si obținem (—4,0) punct de minim local. 
Pentru £ +y +3 = 0, L3(x,y, A) = f(z, y) — A(x +y + 3) şi obtinem (—3,—3) punct 
de minim local. 


IV. a) Fie x = (x1, £2)t € R?. Aflăm nucleul transformării T: 


si obținem o bază a nucleului BKĶer r = ((—2,1)"), deci dim Ker T = 1. Pentru 
imaginea lui T, notăm Bo = {e1 = (1,0)t, e2 = (0,1):) C R?, şi obţinem generatorii 
imaginii T (e1) = (1,2) 7 Oge şi T(e2) = (2,4) = 2 : (1,2) = 2T (e1). Deci o bază a 
imaginii este By = {T (e1) = (1,2) }, şi deci dim Im T = 1. 


} 
1)! 
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b) Matricea lui A relativ la Bı este [A], = [Atez e1} = [T(e2), T(e1)]fez,e1}- 
Avem 


T (e2) = (2,4) = 4e + 2e1 [T (e2)] wS (4,2) 53 4 2 
| L2 -| je Dep *Hm=(a 1); 


1)t 1 2 1 


Altfel. Notăm C = [Bı]s, = le2,e1]B = (05) şi A = [T]a,. Folosind relaţia 
A = C-LAC, rezultă 


(Tia, = 4 = (95) (32)(00)= (42). 


c) Observăm că Bə este bază în spaţiul R2, deoarece matricea sa relativ la Bo, 
[B2]8, = [(1,2)t, (2, —1)t] = (4 2) este nesingulară (det[B2]g, = —5 7 0). Atunci 
matricea, de trecere de la Bı la B> este 


CB.B, = [8.]5.(B2]8, = (9 (32)=(23), 


Altfel. Pentru a obţine matricea de schimbare de bază CB, B,, descompunem baza 
nouă Bə după cea veche B, şi formăm din coeficienţii descompunerii coloanele matri- 
cei: 


(1,2) = a(0,1) + b(1,0) pd =i TE Ja 
Ee =] c=—1, d=2 > Crm = (dă) = (i7). 


d) Folosind relaţia A’ = C-1A0 de schimbare a matricei lui T de la baza Bo la baza 
B2, obţinem 
z -1 
[Tip = [B], [T]Bo[B2]B = (3 4) GDG) = G8). 


Altfel. Exprimăm imaginile prin T ale vectorilor noii baze Bə = 4{(1, 2), (2,—1)} 
relativ la B2, iar coeficienții descompunerilor formează coloanele matricei operatorului 
liniar T relativ la baza B2: 


T((1,2)) = a(1, 2) + b(2,—1) asp pa aa 
Eoo al E d=0 > [Tla = ma] =N 


e) Notăm D = [T]g, = (69). Matricea D este însă formă diagonală a matricei A, cu 
valorile proprii 45,0) aflate pe diagonala acesteia, iar baza Bə are calitatea de bază 
diagonalizatoare pentru endomorfismul T. 

f) Ştim că polinomul caracteristic al lui T nu depinde de baza relativ la care se 
consideră matricea endomorfismului, deci 


Pr(A) = PA(A) = Po(A) = |55 94| =A? 5A. 


Folosind teorema Cayley-Hamilton, rezultă Pr(A) = O2, deci A? — 5A = O2. Prin 
urmare A? = 5A, deci A* = 5*-1A,Vk > 2. Atunci 


(4" (3),(2)) = (514 (3), (2) = 501((42)(3),(2.)) 
= 5" (3), (2) = 51-00, 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2011-2012 


I. a) Studiem absolut convergenţa seriei cu criteriul raportului. Obţinem 


1 +g?” |z|, |z| <1 
a n A ja >l. 


lz]» 


Rezultă, că seria, este absolut convergentă, deci convergentă, pentru x € R1}. 
Pentru x = 1, seria este evident divergentă şi pentru x = —1 convergenţa seriei 
rezultă, din criteriul lui Leibniz. 


pnl n—i 


y 
E E e PL, 
(n + 1)(a20 + 1) = În Fi 
Dar y < 1, deci seria din membrul drept converge. Prin urmare seria dată este uniform 


convergentă pentru orice y € (0,1). Pentru x = 0, seria este 0. 


b) Pentru z € (0, y], folosind z?”+1 > 1, rezultă 5 
n>1 


c) Conform punctului b) seria este uniform convergentă pe (0,1), deci are loc 
xro! 


1 1 
1 
egalitatea 1 f(x)dx = X EE] f iron Cu schimbarea de variabilă z” = t, 
0 AS 0 T 


1 
1 Lr r 
rezultă i f(x)dx = J =-=. 
0 a îi +l n 4 4 


II. a) Folosind regula de derivare a produsului de funcţii, din definitia lui + rezultă: 


W (2) = (7%p(0)) = Co) ola) +27 (2) = (ca) pla) +a a (a) 


Folosind relaţia din enunţ, obtinem y’ (x£) = (—a)z t(x) +x7®!.ap(x) = 0. Deci 
p având derivata nulă, este constantă pe intervalul conex (0,00), şi deci y(x) = c, 
Va > 0. Atunci din relaţia care defineşte funcţia y, rezultă c = x “p(x), şi prin 
urmare g(x) = c- x°. 

b) i) V (a) este o submulțime în spaţiul vectorial W = {f : R —> R}, considerat 
cu operațiile din enunţ. Calitatea de spaţiu vectorial a lui V (a) decurge din cea de 
subspaţiu vectorial în W, ceea ce se verifică imediat: 


e Dacă f,g € V(a), din f,g derivabile rezută f + g derivabilă, iar prin sumare 
obținem 


i zf’ (x) = af) 


mol E => z(f +g) (2) = a(f +g)(x),Vx E€ R, deci f +g E€ V(a). 


e Dacă k € Rşi f € V (a), din f derivabilă, rezultă k f derivabilă, iar prin înmulţire 
cu k, rezultă, 


xf (x) =af(x) > z(kf)(x)=alkf)(x),Vx € R, deci kf € V (a). 


Rezultă (V (a), +, r) spatiu vectorial cu operatiile definite în enunţ, induse din W. 
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ii) Fie a € R\{0,1} şi f € V(a). Atunci din relaţia x f'(x) = af(x),Vx e R, 
pentru x = 0 obţinem 0 = af(0). Dar a # 0, deci f(0) = 0. Fie f € V(a). Pentru 
x > 0 s-a obţinut la punctul a) forma funcţiei f, f(x) = cz“, unde c € R. Pentru 
z < 0, după schimbarea de variabilă x = —a şi cu un raţionament similar celui de 
la punctul a), obţinem f(x) = c(—a)&, unde c € R. Deci V(a) conţine acele funcţii 
derivabile care au forma, 


ci(—2)*%, pentru x < 0 
f£) = C2, pentru x =0 , &1,C2,C3 E R. 
caz, pentru z > 0 


Se observă că pentru a = 0, obţinem f'(x) = 0, deci f(x) = c,vz € R. Pentru a # 0, 
punând condiţia de derivabilitate, avem 


e pentru a E€ (—00,0)U (0,1), rexultă cı = c2 = c3 = 0, deci f(x) = 0,Yx E€ R şi 


V(a) = {0}; 
e pentru a = 1, rezultă cı = —c3 şi co = 0, deci f(x) = cx,Vx € R; 
e pentru a > 1 avem c2 = 0, iar c13 E R. 
Se observă că pentru a € R\{0, 1}, avem f'(0) = 0. 


iii) Pentru a = 2 > 1, avem c1, C2 € R; şi obținem 


V (2) = {c1 : fi + es fa | €1,63 E R} = Span (fi, f2)), 


unde 
xz?, pentru g <0 0, pentru x < 0 
Jile)= | 0, pentru z >0 ’ fala) = 12, pentru z >0, 
şi deci dim V(2) = 2. 
Pentru a = 1, rezultă c1 = —k, c3 = k, k € R şi c2 = 0; obţinem 


V(1) = {kfo | k e R} = Span (fo), pentru folx) = z,Yx € R, deci dim V (1) = 1. 


Pentru a = 1/2 € (0,1), obținem cı = c2 = cz = 0, deci f = 0, iar V (1/2) = {0}, 
de unde rezultă dim V (1/2) = 0. 


III. a) Fie B = (20), unde a,b,c,d € R care satisface condiția din enunț. 


Egalitatea se rescrie 


2a+b=?2a+c, 2a+ 3b = 2b+ 3d 
=Z 22 ab) — (ab 2 2 , 
AA Z E 2c+d=a+3c, 2c+3d=b+3d 


ü t 
= b = 2c s [è )=[(2 B= ( t ate) ) tsel 
c=d-a d o m 


Polinomul caracteristic al matricei B este 


æ 


t—A 2(s—t) 
s—t s—À 


Pp(à) = det(B — AL) = = X? — (s + t)A + (Bat — 252 — 242). 


Faza locală profil electric 2011-2012 141 


Ecuația caracteristică Pg(A) = 0 conduce la rădăcinile A, = 2t — s; Àz = 2s — t, 
s,t € R, valori proprii simple, deci B este diagonalizabilă. Dar P4 (A) = A? — 5A + 4 
are rădăcinile reale Ai = 1, A = 4. Se observă că egalând valorile proprii ale 
matricelor B şi A, avem 


| ` = Â o] 2t—s=1 o] t=2 

o = A2 2s—t=4 s=3, 

deci pentru t = 2,s = 3, avem A = pR = 1 şi A2 = ia = 4, deci valorile proprii ale 
celor două matrice coincid. 

Altfel. Printre matricele B care comută cu A se află şi matricea A, deoarece A 
comută cu ea însăşi (A- A = A. A). Deci existenţa unei matrice de tip B cu valori 
proprii identice cu ale lui A este asigurată chiar de matricea A. Se mai observă că 
înlocuind t = 2, s = 3 în expresia generică a matricelor B, se obţine chiar matricea A. 

b) Considerăm aplicaţiile f+ = ¿(f +k) : R” — R”, unde k : R” — R” este 
proiectorul pe subspaţiul Ker f asociat descompunerii în sumă directă din enunţ, 
k(x) = a, pentru £x = za + z2 cu zı E€ Ker f,z2 E€ Im f unic determinaţi de 
x. Se verifică uşor că f+ sunt liniare. Deoarece f+ sunt endomorfisme ale spaţiului 
vectorial finit-dimesnional R”, deci pentru a arăta că sunt automorfisme este suficient 
de probat injectivitatea acestora. Este suficient deci de arătat că nucleul acestora este 
subspatiul nul. Spre exemplu, pentru f+ probăm egalitatea Ker f} = {0} prin dublă 
incluziune. Deoarece Ker f. este subspaţiu vectorial, rezultă {0} C Ker f}. Pentru 


incluziunea inversă, folosim faptul că suma din enunt este directă (Im f N Ker f = 
{0}). Pentru z € R”, avem 


x E Ker f} o flx) =0 & (f +k) =0 & f(x)= —k(x) € Ker fN Im f = {0} 
f(a) = k(a) =0 a E Ker f şi k(x) = 0 > z = k(x) = 0 > ze {0}, 


deci Ker f} C {0}. Prin urmare Ker f} = {0}, iar f} injectivă, de unde bijec- 
tivitatea lui f} pe baza observaţiei de mai sus. Pentru f— se procedează analog. 


IV. a) Fie M = dı N d2 C R5. Această mulţime este descrisă de sistemul de 
ecuații liniare cu parametru 


x—y=0, z+y—z=0 5 g =j 0 
xr—z=0, z+y+z=A 0=A. 
Sistemul este compatibil doar pentru A = 0 - având în acest caz soluţia unică 


(x,y,z) = (0,0,0), deci M = 10(0,0,0)), drepte concurente în origine. Pentru 
AZ 0, sistemul este incompatibil, nu are soluţie, iar intersecţia, celor două drepte este 
vidă (M = Ø, dreptele nu se intersectează). În acest caz, vectorii directori ai celor 
două drepte (daţi de exemplu de produsele vectoriale ale vectorilor normali la planele 


3 Această proprietate a endomorfismelor injective pe spaţii finit dimensionale rezultă imediat 


din teorema dimensiunii pentru transformări liniare, dim R” = dim Ker f + dim Im f, de unde 
D i—i 
Tu 0 


rezultă surjectivitatea constatând egalitatea dimensiunii imaginii cu cea a codomeniului dim Im f = 
dim R” =n. 
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ce le determină), sunt: 


i j k i j k 
d =| 1 —1 0 |=(1,1,2), =| 1 0 —1 |= (1,—2,1), 
1 1 —l 1 1 1 
şi deoarece 
i j k 
öt =0 xð =| 1 1 2 |= (5,1,—3) Æ (0,0,0), 
1 —2 1 


rezultă că vectorii directori vı şi v2 nu sunt colineari, deci dreptele nu sunt paralele. 


b) Dreapta căutată este perpendiculara comună d+ a dreptelor dı şi d2, drepte 
care pentru A = 1 sunt disjuncte şi neparalele (deci d+ există şi este unică). Atunci 
di = mı N T2, unde 


i Tı este determinat de vectorii liberi v1, U~ şi de un punct Aı € dı 


T2 este determinat de vectorii liberi v2, U~ şi de un punct A3 € də. 
Alegem A (0,0,0) € dı şi A2(0,1,0) e dz. Atunci ecuatiile căutate sunt: 


x—0 y—0 z-—0 


TI: 1 1 2 > 5x — l3y + 4z = 0 
5 1 —3 
dt: 
x—0 y—1 z—0 
To : 1 —2 1 o 5x + 8y + 112z — 8 = 0, 
5 1 —3 


i . i .. 5x — 13y + 4z = 0 
y x i 
şi deci perpendiculara comună este dată de ecuaţiile d~ : | Piete net Pale S) 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul I, profil mecanic, 2011-2012 


I. a) Obţinem lim z!/? = lim ez = e7™® =], şi lim 1/2 = lim es =e0=1. 
20 sN 0 £= 00 z=00 
231/a? 
b) i) Prin calcul direct, rezultă 970.0) = lim ca . Avem o nedeterminare 
z r> z 
de tipul 5. Vom calcula cele două limite laterale. Astfel 
lng 
231/a? lim (2 — z?) — 
lim 2 = lim pa? = e 750 z? —e2.0=0 
2NO T 20 
21/22 231/a2 231/y2 
lim (a, = — lim u) = — lim € = 
x70 an s70 =r YO yY 


Rezultă £ (0,0) = 0; analog, 310.0) =0. 


1 


1 
2 2) 22392 
ii) Calculăm lim AAO a see Aita lim rii = 0, 
tN 0 


x,y—>0 e / x2 + y? 
deci funcţia, este diferenţiabilă Fréchet în (0,0). 
2x 


ar apla). 


ETN y of — 2 2 = 
iii) Pentru (x, y) Z (0,0), rezultă PFRN (2 +y). 


2 
II. a) Obţinem In'(22 + 1) = <2 - = 20 $ (-1)"2”, x € (-1,1), de unde 


2 
TAF a50 
> qp2nt2 
l 1) = —1)——. 
n(+1)= So 
n>0 
b) Intervalul de convergenţă al seriei de la punctul a) este z € (—1, 1), dar cum în 
+1 seria este convergentă (criteriul lui Leibniz), rezultă că mulţimea de convergență 


este |—1, 1]. Seria este uniform convergentă pe |—r,r], Yr € (0,1). 


T? 1 1 1 T? 1 
neaei > n? > 4n2 pa (2n + 1)2 24 p? Qn 4 1)2 0 UPOO rezu ta 


2 


A 
ei (2n+1)2 8" 
d) Calculul intregralei conduce la 


1 In(1 + 2) _ i m gont a 1 
] Š => f< Va aaa 220 a 


n>0 n>0 


1 no 1 1 1 1 (mm ar 
= N ir [Sare Zap) i (3 a) aa 


n>0 n>0 


III. a) Punctele critice sunt (0,0) şi (1,1). (0,0) este punct de minim local iar 
(1, 1) nu este punct de extrem. 
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b) Pentru x = 0 sau y = 0 (pe frontieră) funcţia, f defineşte funcţia g : (0,00) — R, 
g(t) = Pet. Avem g'(t) = tet(2—t), care se anulează pentru t € (0,2) (puncte critice 
pentru g). Cum g’ este strict pozitivă pentru t € (0,2), g este strict crescătoare pe 
acest interval. Analog, g este strict; descrescătoare pentru t € (2,00), deci g admite 
un maxim local în t = 2 şi gmas = 9(2) = & = f(2,0) = f(0,2). Deci f nu are 
puncte de maxim local în interiorul domeniului considerat, deci aici de maxim global. 
Pe frontieră (x = 0 sau y = 0) avem fmaz = f(0,2) = f(2,0) = $, iar Jim f(x,y) = 

g? +y? sonate . ; 
lim ——— =0 şi lim f(x,y) = 0, deci fmax = f (0,2) = f(2,0) = 4 pe domeniul 
y y—o00 e 


zoo et 
considerat. 


c) f(x,y) < 5, Yr, y> 0S 2 A < 4 Yr y> 0e? Su < e2tY-2 Yr, y >0. 


IV. a) Verificăm calitatea de subspaţiu vectorial pentru U C M3, (R). 
e dacă u = (2a,—a,B)t,v= (2a',—a', 8')t € U, atunci 


u +v = (2(a +a), —(a +a), (8+8) e 
N pi Sp 


2q" —a" B” 


e dacă k € R şi u = (2a, —a, 8)*, atunci k - u = (2(ka), — (ka), (kB) É € U. 
= = N 
2a” -an B" 
Vectorii din U se descompun după doi generatori: 
(2a, —a, B)t = a (2, —1, 0) +8 o 0, 1) € Span (u1, u2), 
= 
uUi aa 
iar matricea componentelor celor doi vectori [u1, u2] = (= o) are rangul 2, deci 


familia (ua, u2} este liniar independentă. Rezultă că o bază în U este By = {u1, u2}. 


b) Polinomul caracteristic al matricei A este 


4-A 6 0 
PA(A) = 3 5—A 0 J=-A-1PA++2. 
3 6 1-A 


Atunci P4A(à) = 0 & à € {1,—2} C R, iar valorile proprii ale matricei A sunt A = 1 
(valoare proprie dublă) şi A» = —2 (valoare proprie simplă). Aflăm subspatiile proprii 
asociate celor două valori proprii. 

Pentru A = 1, rezolvăm sistemul caracteristic 


GADO- (oara 6) (P) =(P) ste 


deci subspaţiul propriu este S\=1 = Span ({(—2, 1,0)*, (0,0, 1Ý}). 
N— Á Aa 


vı v2 
Pentru A = —2, obţinem sistemul caracteristic 


(348) 0) (Delta e ()=e() sea 
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deci subspaţiul propriu este S\=—2 = Span ({(1, —1, —1)*}). 
———— Aam 
v3 
c) Se observă că ui = —vı şi u2 = v2, deci auı + bu2 = (—a)vı + bw, deci 
Span (ua, u2) = Span (v1, v2) şi prin urmare U coincide cu subspaţiul propriu S\=1. 
d) Se constată că avem det([v1, v2, v3]) = 1 # 0, deci familia B = {v1, v2, v3} este 
bază formată din vectori proprii ai matricei A pentru spaţiul R3. Prin urmare A este 


=20 1 
diagonalizabilă, cu matricea diagonalizatoare C = [v1, v2, v3] = ( g 0 =), matricea. 


diagonală asociată D = (3a 10 0 p) şi are loc relaţia D = CT!AC. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2012-2013 


I. a) Utilizând proprietăţile determinanţilor, avem: 


det(A? +In) = det(A+i1)-det(A—i1) = det(A + iln) -det(A + iln) = |det(4+1)|? > 0. 


b) Căutăm inversa B7! a matricei B de forma B7! = I, + aA + bA?, unde 
a,b € R. Folosind egalitatea A? = On, care implică Af = 0,, relaţia BBT = 1, se 
rescrie 


1 
(In+A+ Toa + aA+bA42) = In & (a+1)A+(a+b+ = A = 0n- 
A 
B B= 
Identificând coeficienţii celor două matrice cu 0 obţinem sistemul liniar i o H i T $ å 
2 


deci a = —1, b = 1. Prin urmare B7! = I„ — A + jA2. Se arată că 


Aşadar, matricea B este inversabilă şi B7! = JA? — A+ In. 


II. Fie m = dim Ker T = dim Im T. Pentru T : R? — R? folosind teorema 
dimensiunii pentru transformări liniare dim R? = dim Ker T + dim Im T, şi obţinem 
2 = m+m, deci m = 1. Dar Im T = Ker T implică T?(v) = 0,Wv € R?, deci 
dacă A este matricea transformării T în baza canonică, atunci A? = 0. În plus, 
dim Im T = 1 implică rang A = 1, deci A singulară, cu cel puţin un coeficient nenul. 
Dacă A = (42), obţinem 


PE a2+bec=0, d2+bec=0 
B b(a+d)=0, c(a+d)=0. 
Distingem cazurile: (i) b = 0 > a = d = 0 => A = (?9),c € R*; (ii)c=0> 
a=d=0 A = (88),b € R*; (iii) d = —a => bc +a? # 0. Dacă b = 0, 
atunci a = d = 0 (00),c € R*, deci se obţine cazul (i); dacă b # 0 
2 b 


A ) 
atunci c = —“% şi A = ( J a € R. Se observă că pentru a = 0, cazul (iii) 
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produce cazul (îi). În final, obţinem matricele Me = (00), c € R; May = (E ý 


PTAA 
a € R, b € R*. Transformările T corespunzătoare sunt: T(x, y) = (0,cx), cz 0, 
a A ; 
şi T(x, y) = (az + by, — (ax +by)) ,a € R,b € R*. Pentru T : R? — R5, folosind 
teorema dimensiunii pentru transformări liniare, obținem 3 = 2m, deci contradicție 
(3 nu este număr par). Deci nu există asemenea endomorfisme în R3. 


1 2 ; 
III. a) Evident, fo(z) = =e „iar fn(£) = fn-1(£)— a 


b) Cu ajutorul relaţiei de recurenţă, găsim 


k=0 
Ținând cont cà J ba (2) = e?” deducem că lim În(2) = e 
5 k! i n— oo E PA 


1 
. ; o 1 
c) Obtinem im f fn(x)dz = i 


IV. a) Funcţia f nu este continuă în (0;0), are derivatele parţiale în origine egale 
cu 0 şi nu este diferenţiabilă în origine. 


7 


2 k! 2% 
b) Avem 1, = m (sin t)”. Dacă n = 2k + 1, k € N, obţinem 7, = 
0 


(2k + 1)! 


c) Şirul de funcţii (gn) converge uniform la funcţia nulă g(x) = 0, Vx € R. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul I, profil mecanic, 2012-2013 


I. a) Raza de convergenţă a seriei de puteri este 1. Pentru y = 1 seria este 
divergentă iar pentru y = —1 seria este convergentă (Leibniz), deci mulţimea de 
convergenţă este y € [—1, 1). 


b) Cum In(l — y) = 5 A „y€ |-1,1), rezultă că In(1 — cosx) = 5 mS, 


n>1 n>1 
pentru x E€ R\{2kr]|k € Z}. 
, sin x „_ 2sin 5 cos f f z K 
c) Avem lim ——— = lim — 2 = lim ctg > nu există. 
x—>0 | — cosx z>0  2sin z z—0 J 


II. a) Derivatele parțiale sunt 


2 aia. b 
aen A Ca mat 0 a a a A 
“ Jy T z>0 x 
ol oaj im ODO i 0 30: 


Oy y—>b y—b z>0 y — b 
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r? 


< 
Var Vaza 


rezultă că, f este diferențiabilă Fréchet în (0, b). 


2 
< fa > 7l? si tinde Ia 0 când z > 0 si y > b, 
x 


in i y 3 
c) Avem i = | i SI aa = AR pa î a A Functia z este continuă în (0,0) 
9 y 
şi discontinuă în punctele { (0, b) | b # 0}. Pe de altă parte, aL = | ti z = i r 
y y =U, 


iar lim z cos ape 0, deci avem continuitate. 
z—0 HA 


III. a) Vârfurile triunghiului D (considerate în sens trigonometric) sunt O(0, 0), 
A(7,0), B(0,7). Atunci cele trei laturi OA, AB, BO ale frontierei admit, spre exem- 
plu, următoarele parametrizări: 


voatt) = (60), t € [0,7] 
vaB(t) = (—t,T + t), t € [-7,0] 
yBo(t) = (0, —t), t € [~7, 0]. 
b) Pentru determinarea punctelor critice ale funcției f rezolvăm sistemul 


— sin z + sin(x + y) = 0 
— siny + sin(x + y) = 0, 


de unde z = y şi sin(2x) = sing. Obţinem sinx = 0 sau cosz = $. Alegem doar 
punctele aflate în D şi avem două puncte staţionare: (0,0) şi (3, 3). Primul nu este 
punct de extrem local al funcţiei, dar cel de-al doilea este punct de minim local, iar 
(3, 3) este punct de maxim local. 

c) Avem min f=-—l,iar max f==. 

) Pai ai 2 

IV. a) Folosind liniaritatea lui T şi descompunerile ui = 2e1 + 0e2 + lez + 3eq, 

uz = Dej + le + 3e3 + 2e4, prima relaţie din enunţ se rescrie relativ la baza B: 


T(ua) =w 2T (e1) + OT (e2) + 1T (e3) + 3T (e4) = 0e + leo + 3e3 + 2e4 


e Ple): Tle) res), Tea (F) = (1). 


3 
Rescriind analog celelalte relaţii, sistemul format din relaţiile date în enunţ se scrie 
condensat 


2 0 1 3 0 1 3 2 
0 1 3 2 1 32 0 
[T (e1), T (e2), T (e3), T (e4)]B ` 1 32 0 = 3 2 0 1 
[T]s 3 2 0 0 2 0 0 3 
== == 
M=[u1,u2,u3,u4] B N=f|u2,u3,u4,u1]B 


Deci matricea transformării T relativ la baza B este 


0 1 0 0 
_ ca |0 0 1 0 
Tla =N-M- = 1 -1 1 0 
29 I7 1I? į] 

15 5 15 
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b) Se observă că F este bază în Rt, deoarece matricea [F]g asociată acestei familii 
relativ la baza canonică B a spaţiului este nesingulară: 


WRON 


= 2370. 


DONY 


01 
det[F]g = det[u1, uz, us, ua]B = |1933 
20 


Rescriem egalităţile din enunţ relativ la baza F, ţinând cont de liniaritatea lui T: 


T (u1) = ug T(u1) = 0. u 1- u2 +0- u3 0- u4 [T(u1)]F = (0, 1, 0, 0) 
T(u2) = u3 a T(u2) = 0- us F+O-uo+l-u3s+O-ua B [T (u2)]F = (0,0, 1, 0) 
T(u3) = ua T(u3) = 0-u+l-uz+0-us+l-ua [T(us)]r = (0,0,0, D)* 
T(ua) = üi T (u4) = 1]. u 1- u2 +0- u3 +0- u4 [T (u4)]F 2 (1,0, 0, 0) 


c) Determinăm polinomul caracteristic al endomorfismului T utilizând oricare dintre 
matricele asociate (Pr(A) = Paz] A) = Pirie A)): 


—A 0 0 1 
Pr(A) = det([T]r — AA) =] 4 DN 8 =a- 1 S= (A 1At 1A? 1). 
0 0 1 —A 


Singurele rădăcini reale ale polinomului (valorile proprii ale matricei reale A) sunt 
AM = 1 şi A2 = —1. Aflăm subspaţiile proprii asociate celor două valori proprii. 


Pentru A = 1, rezolvăm sistemul caracteristic asociat 


—a+d=0 
-10 0 1 di 0 a-ban P i 
G ii :)()= (e b-c=0 e(t)=(}) TER, 
0 0 1 —1 d 0 d 1 
O c-—d=0 


deci subspaţiul propriu asociat valorii proprii A = 1 este S\=1 = Span (((1,1,1,1)7)). 


———— 
vı 
Pentru A = —1, rezolvăm sistemul caracteristic asociat 
a+d=0 
1001 a 0 a 4 
b a+b=0 b 
GEDE) -C)+ b+c=0 o ee) „ae, 
0011 d 0 d 1 
Rapa c+d=0 
[T]r -A214 


deci Sx=—ı = Span ({(-1, 1, —1, 1)t}). 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2013-2014 


1 2 —1 
I. 1) a) Obţinem succesiv A+ I = ( -2 2 ); det(A+ 1) = 10 7 0, deci matricea 
A + este nesingulară. 


b) Înmulţind la stânga şi la dreapta cu matricea inversabilă (I + A), se obţine 
relaţia echivalentă (I + A)(I — A) = (I — A)(I + A), care (ţinând cont că matricele T 
şi A comută) se rescrie ca T — A? = I — A?, o identitate. 


c) Folosim următoarele egalităţi evidente: 
Æ =A, =I, (BL (B71 
(BO)! = Ct Bt, (B+C) = Bt + Ct 
(BOB, (B+C)! = B7! +07! 


şi obținem / — A inversabilă, cu inversa 
Q-A) = [+A UAI], 
iar transpusa matricei Q = (I — A)(I + A) este 
Q= [+ AU A) = [U +AT +A) = 0-A) + A), 


deci, folosind egalitatea b) rezultă Q'Q = (I — A)(I + A)(I — A)(I + A), egalitate 
care se rescrie 


Q:Q = (1 — AJ 1(1+ AI + AU — A) = (I-AI A) =]. 


2) Folosim egalitatea QQ = I. Fie A € C valoare proprie a matricei Q, privită 
ca matrice cu coeficienţi complecşi, şi fie v € C\{0} un vector propriu de normă 1 
asociat valorii proprii A. Atunci, aplicând conjugarea complexă şi transpunerea, şi 
ţinând cont că matricea Q este reală (Q = Q), rezultă 


Qu = Av > Qō = X > TQ = M. 


Înmulţind apoi termen cu termen la stânga prima egalitate cu membrii ultimei egalităţi 
şi folosind relaţiile Q'Q = I şi div = ||v||? = 1, rezultă 


FEQQ = Aw o div = Mow s 1 = |A? -1 e jAl=1, 
deci toate valorile proprii ale matricei Q au modulul egal cu 1. Se observă că A € R 


implică A € (+1), deci valorile proprii reale ale lui Q nu pot fi decât +1. Pentru 
o 0 1 


matricea = 4/5 3/5 0 din roblemă, olinomul caracteristic asociat 
P z p 
3/5 4/5 0 


Po (À) = det(Q — AI3) = —E(A — 1)(5A2 + 8A + 5) 
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are singura rădăcină reală A = 1. Rezolvând sistemul caracteristic, obţinem subspaţiul 
propriu 


ao ) (3) = (3) en=a(ÎjacR 3 Suci = Sean (0212) 
3/5 4/5 —1 ja = 


Oa 


Q-— 3 


3) Singura proprietate care a mai rămas de demonstrat este det(A +7) # 0. Matricea 
0 ab 


A este antisimetrică, de ordin trei, deci are forma A = (= 0 e), 
—b —c 


= 1+a? +b? + c2 > 0, şi pri are det(A +; 0. 
a c şi prin urmar ( 3) Æ 
>0 


a b 
Atunci det(A4A+ 13) = E 1 e 


—c 1 


Altfel. Demonstrăm proprietatea prin reducere la absurd. Fie A, A2, A3 € C cele 
trei rădăcini complexe ale polinomului caracteristic P4 (A) = det(A — AI3). Folosim 
egalitatea A! = —A şi faptul că A are ordin impar n = 3; obţinem 


det A = det At = det(—A) = (—1) det A = — det A, 


deci det A = 0, şi cum det A = AyA2Ă3, rezultă prima valoare proprie A = 0. Dacă 
prin absurd matricea A + I = A — (—I) ar fi singulară, atunci am avea P4(—1) = 0 
şi deci a doua valoare proprie va fi A» = —1. Din antisimetria matricei A, rezultă 
imediat T'r(A) = 0, iar din egalitatea Tr(A) = A1 +2 +3 = 0+(—1)+Ă3 obţinem a 
treia, valoare proprie Aa = 1. Pe de altă parte, folosind din nou antisimetria matricei 
A, exprimăm în două moduri diferite invariantul J al matricei A, 


d = letal ot | 


= Aso + À2A3 + Asii, 


= | 0 
~ | —aa2 
ceea ce conduce la egalitatea 


año + afs + a33 = 0- (—1) + (—1)-1+1-0 & aĵ + ais + a23 +1 = 0, 
NR, 


>0 


o contradicţie. Rezultă că matricea A + I este nesingulară. 
A i 1-3....-(2n—1) gti 
II. a) EGRE JAn mtl 
IV, faza locală, anul I, profil electric, 2010-2011). 


b) Seria cerută este arcsin 1 = 3. 


(a se vedea problema 


ov ðv 
oa? a Op 
(a se vedea. problema I b), faza locală, anul II, profil mecanic, 2006-2007). 

b) Avem p(%) = Ci arctg Y + C2, C1, C2 constante reale. (a se vedea problema I 
b), faza locală, anul II, profil mecanic, 2006-2007). 


III. a) Impunem condiţia ca v(x, y) să fie armonică, deci Av = 


IV. a) Matricea C = [c1,c2,¢c3] de trecere la baza ortonormată B’ = (cu, c2, c3} 
satisface relaţia x = Cy, deci y = Cola = Cta, deci y = Qx implică Q = Cf. Aflăm 
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baza B’ formată din versori proprii ortogonali. Matricea fiind simetrică, valorile 
proprii sunt cele trei rădăcini reale ale polinomului caracteristic 


==fi=2): [A — (2+ V2) - [A — (2 - v2)]. 


Rezolvând sistemele caracteristice asociate, obținem 
(A—2Iw=0 4v E€ Span {(—1,0,1)*} 
[A - 0+V2)I]vu=0 eve Span ((1,V2,1)%) 
[A — 2—v2I]u=0 ve Span ((1,—V2,1)) 


Normând generatorii celor trei subspaţii mutual ortogonale, rezultă baza ortonormată, 
matricea C = [c1, c2, c3] de trecere la această bază şi matricea Q = C* 


t 
peles aigi STEA fl Al 
=> ĉi = VOREN „Cc = 2? 99 163 = 2» 29 , 


deci Q = [c1, c2, ces]? = | 


JA e 
N= n= ŞI 
xs 


2 0 0 
b) Folosind egalitatea Q-LAQ = € 2+V2 P! se observă că funcția de opti- 
0 0 2-vVă 


mizat se rescrie în noua bază ortonormată în funcţie de noua variabilă y € R3\{0} 
după cum urmează: 


f(a) = Z4 = WARY) — yQ AQ — s 


~ ats — (Qy) (Qy) yty 
_ yt- diag (2,2+V2,2-V2)y _ 2y?+(2+V2)y2+(2-V2)u3 _ (y) 
=, yy E yty +y 59W) 


Matricea Q fiind nesigulară, folosind egalitatea y = Qz se observă că x = 0 & y = 0, 

deci g : R3\{0} = R. Mai mult, notând zk = TEET EEE k € 1,3, în funcţia g obtinem 
1 2 3 

noua funcţie de optimizat 


h : D = {z = (21, z2, 23)t e RÌ | zk > 0, Vk € 1,3, z1 + z2 + 23 = 1} > R 
9(y) = azı + bz2 + cz3 = h(2), 


unde a = 2,b = 2 + V2, c = 2 — v2, definită pe interiorul închis al unui triunghi 
din R, ale cărui vârfuri sunt tăieturile pe cele trei axe de coordonate ale planului 
Z1 +22 + 23 = 1. Folosind relaţiile care definesc domeniul D, putem rescrie problema 
de extrem în raport cu primele două variabile (z1, 22) 


me, azı+bz2+c(1—z1—22), unde D’ = {(21, 22) E€ R? | z1 > 0, z2 > 0, z1+22 < 1}. 
z1;z2)ED’ 
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Se observă că extremul acestei probleme de programare liniară se atinge în colţul 
(21,22) = (0,1) e D’, deci în punctele corespunzătoare yx = (y1,y2,y3) = (0,5,0), 
s Æ 0, în care se atinge valoarea de maxim local g(y,) = b = 2 + v2. Valoarea 
corespunzătoare a argumentului x, al funcţiei iniţiale f este 


Tx = Qy = 0. s(0,1,0)t = s(0, 92, —2yf, s € RUO). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2013-2014 
I. a) Prin calcul direct obţinem A? = (3 ; 3) =3 (i i ) = 3A. Au loc egalităţile 
An = A- An = A. 3n-2A = 372A? = 3072. 3A = 3"-LA, Yn > 2, 
deci s-a demonstrat prin inducţie egalitatea A” = 3°71 A, Vn > 2. 


b) Dezvoltând în serie exponenţiala matricei A şi folosind egalitatea demonstrată 
la punctul a), obţinem succesiv 


TI + i | | PAL 5 | pn anl 
e = Di = I+t4+ A sola ed A 


m>0 ` n>2 n>2 
_ 1 (36) a 1 a o BOr 
I+tA DP DA TPAR HIHI 2 )A — (1+ 3¢)A] 
n>2 n>2 
1 os 1 est est —1 
= I+tA . A 1+ 36) 4)| =I A4 A = I-A A. 
Ats PA- (1+354)]= 1 A+ Ş 3 


c) Fie x = (£1, £2, £3)* € R5. Atunci Az = (£1 +zx2+3)- (1,1, 1). Prin calcul direct, 
folosind biliniaritatea produsului scalar real, rezultă (Ax, Ax) = 3(z + £2 + £3)”. 


d) Folosind monotonia strict crescătoare funcţiilor pătrat şi radical, obţinem 


|All2 = supt y (Az, Ax) | |lzll = 1} = sup{ y3(z1 + z2 + z3)? | ||æll2 = 1) 
= V3ysup{ (z1 + z2 + z3)? | |]æll2 = 1}. 


Avem deci de maximizat lagrangianul L(x) = (x1 + £2 + z3)? supus la legătura 


za = 1 & 4/2? + x2 +r} = 16 r? +r +r =l. 


Folosind ultima egalitate, problema de extrem revine la a calcula 
sup{1 + 2(£1£2 + roza + £371) | z? + x2 + z3 —1= 0}. 
Această problemă de extrem este cu legături, deci asociem lagrangianul extins 


L(x; A) = 1 + 2(x1£2 + tara + raza) + À- (£? + 23 + x2 — 1). 
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Pentru a afla punctele critice, calculăm diferenţiala totală 


dial = (2(£2 +23) +à- £1 , 2(£3 r1) +A z2 , (£1 +22) +À- za ; 2? +22 +23- 1). 
2(22 + z3) +À- zi =0 
2(23 + z1) +A:zo =0 
2(x1 +z2) +à- z3=0 
r? +2 +z3-1=0. 


Egalând cele patru componente cu 0, rezultă sistemul 


Sumând primele trei ecuaţii, obţinem (A + 4) (xı + £2 + z3) = 0. Distingem două 
cazuri: 


(i) Dacă A = —4, din subsistemul liniar rezultă zı = £2 = x3 = t € R, care înlocuite 
în ultima ecuație implică t = Ega deci rezultă punctele critice p+ = (zz, B 5) 


(ii) Dacă xı + £2 + z3 = 0, din subsistemul liniar rezultă A = 2, deci apare o nouă 
mulţime de puncte critice T formată din tripletele (x1, £2,%3) € R care satisfac 
sistemul 

£1 + £2 + £3 = 0 

r? +2 +z- 1=0. 
Observăm că I nu conţime puncte de extrem, deoarece toate tripletele x € I satisfac 
Ax = 0, deci y (Ax, Ax) = 0, pe când, spre exemplu, z = p+ T satisface condiţia 
||z]| = 1, şi produce o valoare superioară a lagrangianului faţă de valoarea nulă, 
V (Ax, Ax) = 1 > 0; prin urmare tripletele din T produc valori inferioare comparativ 
cu p}, deci nu sunt puncte de maxim. Verificăm că punctele critice A+ sunt puncte 
de maxim pentru lagrangian. Matricea derivatelor parţiale de ordinul doi (hessiana) 


-4 2 2 
asociată lagrangianului în punctele A+ este H := Hess(L)]a, = ( 2 —4 A şi are 


minorii principali 
Aa = —4,A2 = | 2 | = 12, As = det H = 0, 
deci conform criteriului Sylvester, produce o formă pătratică negativ semidefinită, 


şi deci A+ sunt puncte de maxim local pentru lagrangian. Valoarea comună a 
lagrangianului în aceste puncte este L(p+) = 3 şi deci || A|| = v3- v3 = 3. 


Altfel (soluție geometrică). Calculul valorii ||A||2 revine la rezolvarea problemei de 
extrem 
||A]|2 = V3 - sup{|zı + z2 + z3| | z? +23 +z} =1}, 


deci aflarea valorii maxime a modulului parametrului a € R pentru care intersecția 
dintre planul variabil m : xı + £2 + £3 = a şi sfera X : x? + g3 + z3 = 1 este 
nevidă. Distanţa de la centrul sferei O(0,0,0) la plan este d = |a|/v3 şi variază în 
intervalul [0,r], unde r = 1 este raza sferei. Deci d atinge valoarea maximă atunci 
când planul este tangent sferei în capetele p} ale diametrului sferei care are direcția 
n = (1,1,1) perpendiculară pe planul 7. Intersectând sfera cu dreapta zi = £2 = £3 
de direcţie îi ce trece prin centrul sferei (dreapta suport a acestui diametru), obținem 
pi = (FR iv =). Pe de altă parte, egalitatea d = r se rescrie |a|/V/3 = 1, deci 
-V/3, şi deci ||A]|> = v3- | + V3| = 3, extrem atins în punctele p4. 


a = 


II. a) Fie f : R? > R, f(x,y,z) = 2% — xt — yt. Cum f € C%, este necesar ca 
9E L0, deci z Æ 0. 
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b) Derivând relaţia dată în raport cu z, obţinem 


Oz 
425 2 — 4r? =0 8 
BE a =o, (8) 
ðz r? za E SA E 
de unde a 1 Analog, derivând relaţia dată în raport cu y, rezultă 
T- g 
9 
42392 — 4 =0, (9) 
dy 
9 3 O 9 
şi E ei e Relaţia cerută c + yZ = z este echivalentă cu zt + yt = 2f, care 
Oy z’ Oz Oy 


este adevărată prin ipoteză. 
c) Din 24(1,0) = 1 rezultă 2(1,0) = +1. Avem 92(1,0) = 3 = +1, $%(1,0) =0, 
de unde df (1,0)(x — 1,y) = +(x — 1). Derivând (8) în raport cu z, rezultă 


2 2 12202 —1222 i 
1222 (2) + 42803 — 192 =0, 83 = ai a 


e 
x 


iar zA, 0) = #21 = 0. Derivând (9) în raport cu y, rezultă ĉ ia $ (1,0) = 0. Avem 


5 Z pe z? z i 
22 = a şi Ai zci 5 deci 250, 0) = 0. Prin urmare d? f(1,0)(x— 1, y) = 0, 


iar polinomul Taylor cerut este +(1 + (x — 1)). 


Ea RI EE ÎN LL: 2k 
III. a) Pentru x Æ 0, funcţia se rescrie f(x,y) = 5 ( ) (2) r? = z? cos Ë. 


9 
b) Derivatele parţiale cerute sunt OT 0) = 0 şi — (0,0) = 0. 
< 


dy 


3 y x3 

T CeT 

c) Deoarece ES | EI 
y z2+y2 T [æ] 


rezultă că funcția f este diferenţiabilă Fréchet. 


< x? tinde către 0 când (x,y) — (0,0), 


IV. a) Prin calcul direct, rezultă: 


t e Rt, obţinem succesiv 
Av = (0,0, 1,0)t, A?v = (0,1,0,0)?, Av = (1,0,0,0), 
00 
iar maricea M = |v, Av, A?v, A5u] = (| 
i 


0 

0 
este nesingulară (det M = 1 740), deci F 
independentă. 


0 

i i) asociată familiei F = {v, Av, A2v, A5v) 
00 

este bază în R4, în particular familie liniar 
c) Fie combinaţia liniară nulă 


kov + lu Tv + SI ae + ko TP-1y = 0, 


unde ko,...,kp-1 € R. Ţinând cont că T* = 0, Yk > p şi aplicând succesiv 
egalităţii de mai sus transformările TP-!, ŢP-2,...,T!, T° = Id, obţinem anularea 
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coeficienţilor combinației liniare (ko = 0, kı = 0,...,kp-a = 0), deci cei p vectori 
{v, Tv, T2y,...,TP-1w) sunt liniar independenţi. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2014-2015 


III. a) Se obţin valorile proprii {1,—2,—2} cu vectorii proprii asociati u; = 
(1,1, 19, uz = (1,0,—1)*, u3 = (1,—1,0), care determină matricea diagonalizatoare 
T = |u, u2, u3] = (i 0 a), iar T-LAT = diag(1, —2, —2). 

b) A fiind simetrică, cele două subspaţii proporii, S\=1 = Span(u) şi Sy=-2 = 
Span(uz,uz) sunt ortogonale.  Ortogonalizăm familia {u2, u3} şi obţinem familia, 
ortogonală {v2 = uz = (1,0,—1)*;v3 = (1,—2,1)?). Normând familia ortogonală 
formată, din vectori proprii {u1, v2, 03} obţinem vectorii {w1, W2, w3} care formează 

1/V3 1/V2 1/v6 
coloanele matricei ortogonale diagonalizatoare C = (4 0 a) ; 
1/V3 —1/V3 1/V6 

c) Se observă că (v,ex) este exact componenta k a vectorului v. Deci dorim ca 
prima, componentă a lui fı să fie pozitivă, a doua componentă a lui fə să fie nulă, iar a 
treia componentă a lui f3 să fie negativă. Ținând cont de aceste cerinţe, se observă că 
următorul triplet de vectori satisface aceste condiţii: fi = un = (a F z fa = 


w = (0, ve Ji şi fa = -w3 = ( N a z formând baza diagonalizatoare 


ortonormată Ba = (fi, f2, f3} cerută. 


IV. a) Egalitatea AD = DA se rescrie sub forma A;a;j = Ajaij, pentru orice 
i,j E€ 1,n. Pentru i = j acestea devin identități, iar pentru i Æ j, obţinem 


Asii = Ajij O (Ai — Aj )aij = 0, 


şi cum A; Æ A; pentru i Æ j, rezultă ai; = 0,Vi Æ j, deci coeficienții ex-diagonali 
ai matricei A sunt nuli. Rezultă A = diag (a11, 422,...,đ@nn), deci A este matrice 
diagonală. 

b) Pentru implicaţia i) > ii), fie XY = YX. Deoarece X şi Y sunt simetrice, 
rezultă că sunt diagonalizabile şi avem 0'-1X0' = D’ şi C"-1Y C” = D", sau altfel 
scris, X = ODO gi Y = C” DOL Atunci 


XY=YX 5. C! D'C!!! F C" DO = C" DO : C'D'CŒ' L. 


Dacă X are vlaori proprii distincte atunci egalitatea se rescrie (pentru cazul când Y 
are această proprietate se procedează analog, grupănd diferit): 


XY=YX s. D'C 1C" DOC! Z C!C" D"C" D' a D'A Z AD', 


unde am notat A = 0'-10”D”0"”- 10”, deci A este în condiţiile afirmației de la punc- 
tul a). Prin urmare notăm A = A, matrice diagonală. Rezultă 0'-10”p”07-L0' = 
A $ OIYO = A. Deci, notând O” = Z, avem Z-IYZ = A. Dar 0 LXO' = D' 
şi deci Z-1XZ = D' şi prin urmare Z = C” diagonalizează simultan matricele Y şi 
X. 
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Reciproc, dacă Z-LXZ = D' şi Z-lYZ = D", atunci X = ZD'Z-! şi Y = 
ZD" Z-t, deci, ţinând cont că matricee diagonale comută, obtinem 


XY = ZD'Z-1. ZD" Z7! = ZD' D" Z! = ZD" D' ZZD" IL. ZD'Z! =YX. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2014-2015 


IV. a) Se verifcă uşor cele două axiome de subspaţiu vectorial: (i) YM,N € 
S(A, B) = M +N e S(A,b); (i) YM e S(A, B),Vk € R > kM e S(A, B). 

b) Orice soluţie M = (2 a ecuației matriceale AM = MB este de forma 
M = tG,t € R, unde G = E 


11 
a b 
c) Singura soluție M = (i e 
pq 
nulă, deci S(A, B) = {0}. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil electric, 2015-2016 


II. a) Fie A € R o valoare proprie reală asociată matricei A (în caz că o asemenea 
valoare proprie există). Atunci există un vector propriu v € R\{0} asociat lui A 
pentru A, deci Av = Av, din care rezultă imediat; A2015y = X2015y. Din ipoteză avem 
A2015 = J}, egalitate care aplicată lui v conduce succesiv la 


A%015y = Izv & Ay = v e (X° — 1)u =0, 


şi cum v Æ 0 rezultă 
Aa (10) 


Pentru acelaşi A € R privit ca valoare proprie a lui B, există un vector w € R°\{0} 
pentru care Aw = Àw, care împreună cu ipoteza din enunţ B215 = 13, conduce la, 


B2015u = Iw & X2015a = w s (A2015 — 1)w =0, 


şi cum w Æ 0 rezultă 
Aa], (11) 


Se observă că A Æ 0 (altfel (10) conduce la contradicţia 0 = 1). Împărtind egalitățile 


(11) la (10), rezultă A = 1. Altfel. Rădăcinile complexe ale ecuației (10) sunt 
rădăcinile de ordin 2015 ale unității {cos 2%% + isin 2% | k € 1,2015) care conţin 


doar o singură valoare reală, A = 1. Rădăcinile ecuației (11) sunt rădăcinile de ordin 
2016 ale unităţii (cos 2hr + isin a | k € 1,2016}, care conțin doar valorile reale, 
A € {+1}. Deci din (10) şi (11) se obţine unica valoare reală comună a celor două 
seturi de rădăcini complexe. A = 1. Notă. Există cazuri când cele două matrice, deşi 
satisfac condiţiile din enunţ şi au toate rădăcinile polinomului caracteristic reale, NU 


au valori proprii comune (de ex. A = I3, B = —13). 
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b) Ținând cont de ipotezele (A+ B + I3)v 70, v 70, AB = BA, demonstrăm 
prin inducţie egalitatea Pa, : (A + 13)" = (—1)"Bw, Yn > 1. Primul pas de 
inducţie este imediat: P; : (A+ I3)lv = (—1)!B”v & (A + B + I3)v = 0, adevărat 
conform ipotezei. Pentru pasul P„, — Pasa, presupunem adevărat P„ : (A+ Iz)" = 
(—1)"Bnw şi arătăm că are loc Pai : (A + B)? ttu = (—1)}t1B”+1y., Pentru 
început obsevăm că din egalitatea AB = BA rezultă egalităţile AB” = B” A şi apoi 
(A+I)B” = B”(A + I), Vn > 1 (eventual prin inducţie). Atunci, folosind egalităţile 
Pa, Pı şi relațiile de mai sus, membrul stâng din egalitatea Pp+1 se rescrie: 


(A+) tw = (A+ B)(A+ 13) = (A + I3)(— 1" Bv = (—1"(A + I3)B"™v 
= (CI B(A+ I} = (-1)" B” (-1)Bv = (CH B+, 


deci rezultă egalitatea P„+1, iar pasul al doilea de inducţie este încheiat. Prin urmare 
egalitatea din enunț are loc pentru orice n > 1. 


V. Arătăm întâi echivalenta a) & b). Se verifică imediat incluziunile Ker f C 
Ker f? şi Im f? C Im f (*). De asemenea, se poate verifica imediat (prin reducere la 
absurd) afirmaţia (**) ”Dacă două subspații vectoriale sunt incluse unul în altul şi au 
aceeaşi dimensiune finită, atunci ele coincid.” Aplicăm teorema dimensiunii pentru 
transformări liniare, pentru f şi pentru f°: 


(ge Ai (12) 
1 


n = dim Im f? + dim Ker f°. 


Dacă Im f? = Im f, prin scăderea, acestor egalităţi rezultă dim Ker f = dim Ker f°. 
Din (*) avem Ker f C Ker f°, deci folosind afirmaţia (**), rezultă Ker f = Ker f?, 
adică a) & b). Analog se demonstrează că din Ker f = Ker f° rezultă Im f? = Im f, 
adică b) > a) 

Arătăm echivalenţa b) & c). Pentru implicaţia b) = c), presupuem că Ker f? = 
Ker f. 'Testăm întăi calitatea de sumă directă a subspaţiilor Im f şi Ker f. Fie 
a € Ker fN Im f. Din x € Im f rezultă că există v € Vai. x = f(v), şi 
aplicând f, rezultă f(x) = f2(v). Dar x € Ker f, deci egalitatea devine 0 = f?w, 
şi deci v € Ker f? = Ker f, de unde f(v) = 0. Dar f(v) = x, şi deci x = 0. 
Prin urmare, x € Ker f N Im f C {0}. Incluziunea inversă se verifică imediat, 
deci x € Ker f N Im f = {0}, iar subspatiile formează sumă directă. Verificăm 
că suma lor coincide cu V. Folosind teorema dimensiunii, teorema Grassmann şi 
dim( Ker f N Im f) = 0, avem 


n =dim Im f + dim Im ker f = dim( Ker f N Im f) + dim(Ker f + Im f) 
= 0+ dim(Ker f N Im f), 


deci dim( Ker f + Im f) = n = dim V şi Ker f + Im f C V. Aplicând (**), rezultă 
Ker f + Im f = V, In concluzie Ker f şi Im f sunt subspatii suplementare, deci are 
loc c). 

Pentru reciproca c) = b), presupunem că are loc egalitatea d), şi demonstrăm 
pentru început incluziunea Ker f? C Ker f. Fie x € Ker f?, deci f?(x) = 0. Notând 
v = f(x), observăm că v € Im f şi f(v) = f?(x) = 0, deci v € Ker v. Prin urmare, 
folosind calitatea de sumă directă din ipoteză, avem v € Ker f N Im f = {0}, şi deci 
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v = 0, de unde f(x) = 0, care implică x € Ker f. Prin urmare Ker f? C Ker f. 
Incluziunea inversă fiind imediată, rezultă Ker f? = Ker f, adică b), şi deci c) > b). 
Concludem că b) > c). 


Din tranzitivitatea echivalenței şi a) b) & c) rezultă şi a) o c). Astfel, cele 
trei afirmații din enunt sunt echivalente. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul I, profil mecanic, 2015-2016 


IV. a) Se veifică direct egalitatea TT* = 12. Prin calcul direct, sau folosind 
egalitatea TI! = 1», T reală şi distributivitatea produsului cu scalari în spaţiul 
vectorial complex Mə(C), se obţine: (T + iT)(T + iT)* = (T + iT)\(Tt — iT*) = 
(1 +T] [A -— T] = (1 +i) — i)JTT’ = 212. 

b) Valorile proprii ale matricei T +iT sunt: ((1+î)(costtisint)) = (V2(cos(£ + 
t) +isin(} £ t))). Se observă că avem T + iT € M(C)\\M(R), deci valorile proprii 
complexe nereale ale matricei T + iT nu sunt obligatoriu conjugate, în perechi. De 
asemenea, se observă că enunţul cere existența a cel puțin o valoare proprie reală, 
şi nu ca toate (ambele) valori proprii să fie reale. Anularea părților imaginare ale 
valorilor proprii conduce la ecuațiile sin(Ẹ + t) = 0 şi sin(Ẹ — t) = 0, care au în 
intervalul [0, 27) soluţiile t € {37, =}, respectiv t € (4,27). Reuniunea acestora 
este {7, 37, 5z, 71). Notă. Se observă că nu există t € [0,27) astfel încât toate 
valorile proprii ale matricei T + iT să fie reale. Variantă. Prin calcul direct, se obține 
polinomul caracteristic al matricei T + iT, P(A) = A? — 2(1 +): cost: A + 2i. Dacă 
A e R este o valoare proprie reală, atunci prin înlocuire în ecuaţia caracteristică, 
rezultă A(A — cost) + 2i(1 — 2Acost) = 0, iar anularea celor doi termeni conduce 


la egalităţile | A(A — cost) = 0 


ad pie A) ` Din a doua egalitate pentru cost Æ 0 (singurul 


caz convenabil) rezultă A = aa Z 0, care înlocuită în prima egalitate conduce la 
cos? t = $, de unde soluţiile căutate din [0,27) sunt t € (7,57, 57,27). 

c) Valorile proprii ale matricei T sunt {cost+isint}. Acestea trebuie să fie ambele 
reale, deci sint = 0. Valorile t € [0, 2r) care satisfac această ecuaţie sunt t € {0,7}, 
care conduc respectiv la matricele diagonale +I (deci condiţia necesară ca rădăcinile 
polinomului caracteristic să fie reale este şi suficientă pentru diagonalizare). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil electric, 2002-2003 


I. a) Obţinem 


> ln (1 + rc) n 1 1 
lim sn(x) = lim k=l = li — 
z—0 z—0 z z—0 T 1+ FORT) k(k + 1) 
z 1 1 
-= = = s4 (0), 
2 k(k+1) mad a) 
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deci s» este continuă în z = 0. 
b) Fie x € [0,1]. Vom folosi pentru demonstrarea convergenţei uniforme a şirului 
(Sn)n criteriul lui Cauchy. Dacă x = 0, atunci 


1 1 1 
= < > 0. 
n+1 n+p+1 n + | n= 


ensajan i l 1 | a 


1 
mreti Tri 


Dacă x € (0, 1], atunci: 


n+p 
A ln( 
e-so S ma ay 
n+1 
n+p n+p 
1 1 al 
1 >0 
< seo” 2 aa nsi mpri msi ” 


când n — œ, unde s-a folosit inegalitatea In(1 +a) < a, a > 0. Rezultă că pe 
intervalul [0, 1], seria (Sn)n converge uniform. 


c) Ştim că 
E y2 y3 y 
ln(1 a= = 1 ... > ln(1 = y— = += — <1 
(In(1+y)) EF y+y* -y+ n(1+y) =y- gta ly] 
a £ — ri r? ză Hi 
Atunci ln (1 -—— | = FFD — RFI? + EFI T deci 


Dn (+a) Ee Lyte 
z k(k +1) A k(k+1) 2k?(k+1) ` 3k?(k +1)? 


n 


1 1 Re 1 
=1 N e 
n+l DD aa): 7 d SETIF 


1 n i i ii 
= lim [1 E. E E E EE 
a ta ( n+l 2 d o FI i d 3506 715 ) 


12 zene *? 2 33 +1) 


as 1 si 1 
At - s(x)—s(0) = | R = 
MA ig 2 2k? (k +12 2 3k3(k + 1)5 


oO 


S(T sS 1 . 
Notând E(x) = ( = 0) 4 5 IRE F P” obtinem 
k=1 


= 1 = z 
au > 3k? (k + 1)? d IF FII +.) 
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> 1 
ai _ în P e ' 
Atunci lim E(x) = 0, deci s'(0) + > E F 0 şi prin urmare funcția s este 


conv. 
derivabilă în x = 0. 

II. a) ao € (0, 1), an = ln(1 + an-1), n > 1. Demonstrăm prin inducţie propri- 
etatea P(n): an € (0,1), Yn > 0. Avem P(0): ao E (0,1) (adevărat). Aratăm 
P(n) > P(n + 1). Fie P(n) adevarată; aratăm P(n +1): anı € (0,1). Dar 
Ami = ln(1 + an) € (0,ln2) C (0,1), deci P(n + 1) are loc. Prin urmare avem 
an € (0,1), Yn > 0, deci {an} unde n € N* este şir mărginit. Studiem monotonia 
şirului şi avem: ani — an = ln(1 + an) — an = In( +»). Dar e” > x+ 1, Vz > 0, 
deci 


a ean 


1 1 
e > a +le n <1 m( im) cos an+1 — an < 0, 


deci {an} şir descrescător. Prin urmare şirul este convergent. Fie l = lim ap. 
NO 


Trecând la limită în relaţia de recurenţă, rezultă l = ln(1 +1) = ei = 1+1, deci l = 0. 
In final obţinem 


1 
PRUT) m O TE L 1 _1 


220 x? cho 2r s021 72 


b) Folosind punctul a), rezultă că seriile X a2 şi X (an —an+ı) au aceaşi natură, 
n>0 n>0 
conform criteriului de comparație. Dar 


X (an — an41) = lim (Sa — = = „lim (ao — an) = ao € (0,1), 


n—oo 
n>0 k=0 


deci X (an — an+1) este convergentă şi deci şi seria 5 a2 este convergentă. 
n>0 n>0 
fa 2 > 00 
III. a) Pentru A = (2 E obţinem A“ = n 2i 
b) A” — In = A” — In = (A — n )(A”T1 + A”? +--+ A+ In). Dar A” = 0, deci 
(In — A)((A?T} + A"? +... + A+ In) = In; prin urmare In — A este inversabilă şi 
(In — A)! = ANII A72 4. HAH. 


IV. a) Fie A matricea lui f în bază canonică. Fie À valoare proprie a lui f, iar 
X Æ 0 un vector propriu asociat. Atunci 


AX AX > ZX =X X > AX = XX > (A -XP X =0 s à=}? > à € {0,1}. 


Dacă v este un vector propriu corespunzator lui A = 0, atunci 

Av=0 6 f(v)=0ove Kerf, 
deci subspaţiul propriu corespunzător lui A = 0 este Ker f. Dacă v este un vector 
propriu corespunzător lui A = 1, atunci Av = v & f(v) =v & ve Imf. Reciproc, 
fie v € Imf deci există u € R” astfel incât v = f(u). Folosind f = f?, rezultă 
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f(u) = f?(u), deci v = f(v) & f(v) = 1-v şi deci v este vector propriu corespunzător 
lui A = 1. Din dubla incluziune demonstrată mai sus rezultă, că subspaţiul vectorilor 
proprii corespunzător A = 1 este Im f. 


Î(v)=v 
incluziunea, inversă fiind banală. Are loc evident incluziunea, Ker f + Im f C R”. 
Demonstrăm incluziunea inversă: fie v € R”, atunci 


fœ- £(v)) = fo) = flo) =F- fP) =0 
şi deci v — f(v) e Ker f. Am obţinut astfel 
v = (v — f(v)) + fw) e Ker f + Im f 
şi deci R” C Ker f+ Im f. Deoarece rădăcinile complexe ale polinomului caracteristic 


b) Fie v € Ker f+ img d AZ) > v = 0, deci Ker f N Im f = {0}, 


asociat lui f sunt toate reale, rezultă că f este jordanizabilă. Dacă 
I'O ma 0 

Jya VA Ee ? este o celulă Jordan dintr-o matrice Jordan J asociată lui 
o öö A 


f iar C este matricea de trecere de la bază iniţială la bază jordanizatoare, din 
J? = (CAO OAC A) = CA?CT! = CAC! = J, rezultă J? = J. Pe de altă 
parte, în caz că ordinul celulei Ją este > 2, observăm că J2 7 Ją, deoarece 


A L Oa 0 A 1 0.0 2 
A” 2A 1... 0 
2 
Je = t dei z) t și 2) = e e 3 FJ 
0 0 0a. À 000.. À 0 0 0.. A 


Deci toate celulele Jordan sunt de ordinul 1; prin urmare f este diagonalizabilă. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil mecanic, 2002-2003 


I. a) Se observă că deoarece a > 0, folosind regula l'Hospital şi substitutia t = b, 
avem: 
e— 1/2 42/2 


lim = lim —-— = 0. 
r>0 xl t=o et 


b) Folosind punctul a) pentru a = 1, obţinem: 


PAETE, Sha al (0,0) = tim E 


= 0. 
Oz z=0 x Oy y>0 y 


1 
Š x£ A £ e z?+y? ù s 
c) Fie a(x, y) = Fy) D l o(y—0) = r Notăm yz? + y2 = t şi 
e—1/t? 


obţinem, folosind punctul a) pentru a = 1, lim a(x,y) = lim 
z—0 t—0 
y—0 t>0 


= 0. Rezultă că 


f este diferenţiabilă Fréchet în (0,0). 


d) Avem dezvoltarea. în serie 


2 (a) S 1 
f (2,0) =e" = 5 c = DE ara z #0, 


n=0 n=0 
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deci 


100 F 100 © p 1 F 90 (—1)n 100 Saig 
f f (20) de =] Cade = M | 2 "dz = 


= = Ir „(1007+ 1). 


Limitând eroarea (restul), obţinem 


(=) 1 -3 
= 1 !(2n—1)>1 
n! ( — 2n) ai n 21) * na) 9000, 
100 5 (a 
deci nmin = 5. Rezultă A f (x,0)dz = > ni 2n) (1007? +! z 1). 
II. a) Pentru an = m a „obţinem p = lim ca PERI e Ri i = 1, deci raza 
n n— | an n=>œ n + 1 


de convergenţă este p = 1. Pe frontiera mulţimii (—1, 1), avem cazurile: 
1 
i) Pentru z = —1, seria devine X — — divergentă. 
n 


n=l 


(e e] 
1 
ii) Pentru g = 1, seria devine Soo - — convergentă (crit. Leibniz). 
n=l d 
În concluzie, mulţimea de convergenţă este (—1, 1]. Studiem convergenta uniformă 
seriei cu criteriul lui Cauchy. Avem 


If (2) + +f (x)| = ( 1)” Ia +( 1)” +t gee | | ( pe 2? = 
n+1 Ega Jn+p mile d nia ia ntp Ei 
1 £ r? r” 
E n+l, | p—1 < 
zl n+1 n2t n3 AD Zs 
: Co ERIN Caca 
Tjin+1 n+2 n+3 n+p 
Dacă p = 2k + 1, atunci 
1 z zr? z? 
+ i a jest = 
n+1 n+2 n+3 n+p 


1 r x251 x25 gek +1 
= (oo a) (a 2z) ETET 
_ d £ r? 
= n+l n+2 n+3 


Analog se tratează cazul p = 2k. În concluzie, seria este uniform convergentă pe [0, 1]. 


dh 21 F 1 
n+2k n+2k+1 n+1 
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x € (—1,1]. Pentru z e (—1,1) avem 


ra 
= 
sR 


oo a a oo pe oo a 1 
(æ) =X 1) Lg 1 =X (2) t= X (e) =i 
n=l n=l n=0 
1 
deci S(x) = J i Tz% = ln(1+z)+ C. Dar S(0) = 0 = C = 0, şi prin urmare 
S(x) = In(1+a2),Yz € (—1,1). Pentru z = 1, Ta S(x E a = In2. 
n=l 


c) Descompunem în fracţii simple termenul general al seriei: 


A+B =0 A=1/4 
1 A B 
z= H H Să z> 4 44+2B+C=0 o B=-—1/4 
n(n +2) n n+2 (n+2) 4A = ded, 


deci seria se rescrie 


sep IAH An — iu, 
A E n T2 n+2 2D (n 


= n (n +2) n=l n=l =i 
Dar S(1) = > J= id = ln 2, iar 
n=l 
co (aja o0 (= 
— 14 l 2 
SD ( În e _ 3 ( ÎN og i 1 _ m2 3 
Zi (n+2) E= n2 4 12 £ 
a (yet 1 1 1 o 3 1 r 
= -]n2 ln2 = 
Maa gata 24187224 


d) Calculăm integrala improprie 


1 1 
I aj lng -ln(1+gx)dgr = lim | lng-ln(1+ zr) dr = 
0 


! A (9 va S (Dn i 
= li "da = . ada. 
lim lng 5 z"'da lim $ Í ln g - 2"da 
e>0 “E n=1 e>0 n=1 CE 
Ine 
Calculăm In e folosind integrarea prin părți: 
1 n+1\'! n+1 j|! 1 n+1 
£ z£ 1 x 
Tig = lng. dz = Inz. J . dz = 
2 n+1 n+l z e TI n+l 
enrl pnl 1 enri 1 genti 


e. + 
n+l (nr (n+1? 
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deci 
po —1)”—1 n+1 1 n+1 
I = lim T fae. zt E z) = 
paza. pa (NL, n+1 (n+1) (n +1) 


> > au 1 oS 
=L (o ea ap 


serie convergentă conform criteriului Leibniz, deci integrala este convergentă. 


Pentru a calcula suma seriei obținute, descompunem termenul general al acesteia în 
fracții simple: 


1 A B C 
== z> 4 2A+B+C0=0 &4 B=-1 
n(n+1) n n+1 (n+1) A=1 C= 
(i Aa (Cpe «AHi S&A Ci 
şi deci 5 = 3 = CD CD) = 3. Obţinem 
n=1 P (n + 1) n=l n n=l n+i n=l ( + 1) 
S Ep” Se 
= =-—ln2 
e —1)” s (= pl 
Sha o r? 
1] = +1 
2 2 
deci I = —-ln2 +ln2- 1+ -1s p72 
—1 1 1 
II. a) A= | 1 —1i 1 |. Determinăm forma diagonală a matricii A. Aflăm 
1 1 —1 
valorile proprii rezolvând ecuația caracteristică: 
—1—A 1 1 
det(A — Al) =| 1 —1—A 1 |=(2+AP(1-—A)= 0; 
1 1 —1—A 
obţinem A = —2, (ma, =2); A2 = 1, (ma, = 1). Vectorii proprii asociaţi se 
determină, rezolvând sistemul caracteristic, mii Í- valoare proprie în parte. 
1 1 1 
i) Pentru A = —2, avem |1 1 1 o a+b+e = 0; alegem 
1 1 a 
vectorii proprii liniar ii cub. w = îi —1,0)£. 
—2 | a —2a+b+c=0 
ii) Pentru A2 = 1, avem | 1 și b a-—2b+c=0 o 
1 c a+b—2c=0 


a = b = c; alegem un vector propriu v3 = A 1,1). 
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Atunci matricele diagonală şi modală (de schimbare de bază) sunt, respectiv 


—2 0 0 1 1 1 
D = 0 —2 0 şi C = [v1, v2, v3] = 0 —1 1 5 
0 0 1 —1 0 1 
Ţinând cont de egalitătile echivalente D = 0-1A0 e A = CDOT}, rezultă 
1 2 1 Ñ ((—1n-22 0 0 3 ; -2 
A =0D"0™t=| 0 —1 1 0 (—1)m.22 0 3 -2 3 
1 0 1 0 0 1 G 4 4 
1 (—1)7 t.20 41 (Imi. 2031 (—1)"+1.2 +1 
2 (=). 20m 41 (—1)° +1.20" 4+1 (— i „20 41 
(—1)”+ on] (—1)”+ -2 41 (— a „2n 41 
1 11 1 0 0 
Metoda 2. Se observă că A = U — 213, unde U = | 1 1 1],1l3= 10 1 O],şică 
1 11 001 
UI; = LU, deci A" = (U — 213)” = e (—213)* = YO (2) Un-F. Se poate 
k=0 


verifica uşor prin inducție că avem U e = Zap 1U, Yk > 1. Deci 


n—1l 


An = Ș_(—2ank-1 .U + (—2)" A Ia. 
k=0 
T 


Prin calcul direct, obţinem 


1 n-—l 1 n ( 2)” 
42 n—k OR 2)” om] = 2 n=k(_9)k N 
AIP = [Soarta] - SE, 
k=0 k=0 
deci T = 1(3 — 2)” — C2" iar A” = = 2)” Iz. 
b) e4 = C - eP O iar e? = a 
c) valorile proprii au fost calculate la punctul a). 
(— e 2” 0 0 
d) Se observă că CA = D” = (—1)2.2" 0], deci 
0 1 


valorile proprii ale matricei A” sunt {(—1)” -2”,1}. TE criteriului Sylvester, A” 
defineşte o formă pătratică pozitiv definită dacă şi numai dacă aceste valori proprii 
sunt strict pozitive, deci pentru n par. 


IV. a) T(A) = At. Avem 
T(aA + BB) = (aA + BBY = aA* + BBt=a-T(4)+ B.T(B), va,BeR, 


deci T este aplicaţie liniară. 
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Atunci 
T (e11) = e11 = 1 - €11 +0- €12 +0- €21 +0- e22 > [T(e11)]B = (1,0,0,0) 
T (e12) = e21 = 0 - e11 +0- €12 + 1- e21 +0- e22 > |[T(e12)]B = (0,0, 1,0)* 
T(e21) = e12 = 0 - €11 + 1- e12 +0- e21 +0- e22 > [T(e21)|g = (0, 1,0, 0)t 
T (e22) = e22 = 0 - e11 +0- e12 +0- e21 + 1- e22 > |[T(e22)]B = (0,0,0, 1), 
1 000 
deci [T] = i i A =B. 


c) Polinomul caracteristic asociat matricei B este 


1-A 0 0 0 
0 A 1 0 
0 1 —à 0 
0 0 O 1-A 


P(A) = det(B — AI) = 


deci valorile proprii sunt A = 1 (pa = 3); A = —1 (u2 = 1). Determinăm vectorii 


proprii: 
90 09 a 0 
i) Pentru À = 1, avem ţ pae 3 (£) = (8) &b=c; a,c,d € R, deci 
00 00 d 0 
(a,b,c,d) = a(1,0,0,0) + c(0, 1,1,0) + d(0,0,0,1), a,c,d E R. 
Se observă că 
[e11] = (1,0,0,0), [e12 + e21] = (0, 1,1,0), [e22] = (0, 0,0, IE, 


deci o bază în subspaţiul propriu Să= asociat este {€11, €12 + €21, €22 }. 


ii) Pentru A = —1, avem 

2000) fa 0 

O 1 1 0 b 0 

O 1 1 0 C E 0 azi (a,b, C, d) = (0,b, —b, 0) b(0, 1, —1,0), b ER. 
0002 d 0 


Se observă că [e12 — e21] = (0, 1, —1,0)*, deci o bază în S\=—1 este {e22}. 
d) W ={A€V|T(A) = A}. Avem 


T(A)=4 8 A =A4 C e 1) ete 


de unde rezultă W = {A € V | A = (ġ4)}- O bază în W este prin urmare 
{(3 8); (94); (89)}, deci dimg W = 3. 
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Metoda 2. Se observă că W = S\=1, deci o bază în acest subspaţiu este 


Ao mı mo 
, €12 + €21 = 1 0 „622 = 0 1 A 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil mecanic, 2003-2004 


ala-D-(a-(n-D) Atunci sa(x) = 1+ 5 anx” şi raza de 


I. a) Notăm an = E 
n>1 
y iai : : > o net i 
convergenţă a seriei de puteri este p = lim = lim = 1. Folosind 
n> | Ama n>o|a—n 


relaţia din enunţ pentru z ~ t, cu |t| < || < p şi integrând, obţinem 


(1+ 8: sa'(t) = a: salt) i _ [| aa | EE 


In(sa(7)) = a: n(1 +2) & sa(7)=(1+2), 


deci sa este o funcţie care se dezvoltă în serie de puteri pe intervalul (—p, p), unde 


p=1. 
b) Pentru a = —4, avem 
FI (4—2)... (4 -n) _ (1) -1-3 (2n—1) (1 -(2n— 1)! 
” n! RN.n! RN.n! 


1 
c) Se ştie cà 
) 3 VI+z Ti 


p —1)” - (2n — 1)! 
£ — 22, obţinem a = 14 yi a . ) - 22" gi apoi, înlocuind 


x — asin g, rezultă 


1 


V1 +a?sin? z 2 


Atunci integrala din enunţ devine 


3 1 —1)? - (2n — 1)! a 
J dz = H yi ) A n ) a. | sin?” a dz. 
0 y1+a?sin? g 2 n 2n- ml 0 


Pentru calculul lui 7, facem schimbarea de variabilă sin? z = t (deci z = arcsin vt, 
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da = =: 4 t1/2dt) şi obţinem 


1 
n —1/2 1 —1/2 1 n=} —1/2 1 1 1 
n = z SMa] ea dB | ate 2 he 
I f (1-—t) 3 7) ( ) J hop 


(n 7 rG) _rOn— Dn —3)...1 nn = 


2n+3 n! 2nr3.pl ` 


Prin urmare, 


da Ta (2n — 1)! m T(2n-1)! 
/ 25 23. 2? Do a nl = IMEI. pl 
0 1 + a° sinf x i : 
[(2n — 1)! 
-e n-1)! 1? a2”. 
zl (ni 
n>l 


II. a) Studiem extremele funcţiei fap(£, y) = ax + by? , a, b € R. Punctele critice 
sunt soluțiile sistemului 


o fab — 


Ər =a=0 a=0 
— 
Ola = 2 0 b=0sauy=0. 
Oy 

Dacă a = 0, b = 0, atunci fav(7,y) = 0 constantă. Dacă a = 0, b e R atunci punctele 
critice sunt de forma (z,0). In aceste puncte, hessiana funcţiei f este Hs ,(x,0) = 
Co 2 ), deci d? fav(x,0) = 2b - dy?. Dacă b > 0, atunci avem o infinitate de puncte de 
minim local; dacă b < 0, atunci avem o infinitate de puncte de maxim local. 

b) Avem fı1(£,y) = £ +y°; tinând cont de restricţia z? + y? — 1 = 0, obţinem 
lagrangianul extins £L(z,y) = £ +y? — A(x? +y? — 1). Punctele critice satisfac 
sistemul 


ƏL 1 

OL — = 

z? +y =1 r?’ +y =1. 
Dacă A = 1, atunci z = ł > i +y =1> y? 3 y +8, Dacă AZ 1, atunci 
y=0> xr = ll A FI. Distingem deci următoarele cazuri: 


i) (x,y) e (63 +) i A = 1. Matricea hessiană asociată este 


He(1/2; +V3/2) = (o (0) A 2) = (30); 
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deci d? L (32 +3) = —2da?; prin urmare (2,2) şi (4-2) sunt puncte de 
maxim local. 

ii) (x,y) = (1,0), A€ {+4}. Matricea hessiană asociată este He(1,0) = (10), 
deci d2£(1,0) = —dz? + dy?, şi deci (1,0) nu este punct de extrem local. 

iii) (x,y) = (—1,0), à € {+4}. Matricea hessiană este He (—1,0) = (59); minorii 


n A = 1>0 ` Pa 
Jacobi sunt | Pe „deci (—1,0) este punct de minim local. 
c) Fie Lal, y) = ax + by — A(x? +y? — 1). Punctele critice se obţin din sistemul 
OLavb 
a =0— 2Az =0 r=% 
oLa = 
set = 2 —2y=0 ® j V-A) 
7 r? +y? =1 
r? +y =1 
Dacă y = 0 atunci x = +1 > 3 = £1 > a = 24, deci À = +5. 
Dacă A = b atunci z = $ = iar x° + y? = 1 implică a +y? = 1, deci 
y? =1- fa = y= 4/1- fe dacă 1- a 20. 
Matricea hessiană asociată lagrangianului este Hg (x,y) = Ei 20 Di iar în 


punctele critice avem 


La (150) = (O 20-a) Heas ( 150) = (3 04a) Heal EV 1- i) = o) 


i cazurile: 


i) b Æ 0, a Æ 0, a # +2b; pe lângă două puncte de extrem (x 1 — îi) mai 


există un punct de extrem în mulţimea {(+1,0)}. 
ii) bZ0, a Æ 0, a = +2b; există exact două puncte de extrem: (+1,0). 
iii) b Æ 0, a = 0; există 4 puncte de extrem: (+1,0) şi (0, +1). 
iv) b = 0, a = 0; nu există puncte de extrem. 


v) b=0, a 70; există exact două puncte de extrem: (+1,0). 


Condiţia pentru exact 2 puncte de extrem local este (b = 0 şi a Æ 0) sau (b70, 
a #0 şi ae {+2b}). 
III. a) Avem (z, y) = £1Y1 + T2Y2 + z3y3. Atunci 


= {x € R? | z1 + 2æ2 — z3 = 0, zı — £2 = 0} = {x € R? | aa = £2, £3 = 3x1} 
= {zı ` (1,1,3) | TI € R} = Span(4 (1, 1,3)}). 


Rezultă y € Li & z1y1+21y2+3z1y3 = 0, Va € R & zi (y1 +y2+3y3) = 0, Vu E R, 
deci y E€ Li & yı + y2 + 3y3 = 0. 
Demonstrăm că LN L+ = {0}. Fie y = (y1, y2,y3) E€ LNA LA. Atunci 
y E€ L & (y1, Y2; Y3) = (y1, Y1, 31) 
y € L+ & yı + y2 + 3y3 = 0. 
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Din cele două condiţii rezultă 11yı = 0, deci yı = 0 > y = 0, iar LN L+ = {0}. Fie 
x € R3. Atunci avem descompunerea 


x = (a,a, 3a) + (xı — a, £2 — a, £3 — 3a). (13) 


Pentru ca (£1 — a, £2 — a, £3 — 3a) € LL, este necesar ca 


zı — a + z2 — a + 3 (x3 — 3a) = 0 => z1 + £2 + 3x3 = 1 la, 


deci a = #+22+323. Prin urmare orice x € R? se scrie unic ca x = y + z, unde y € L, 


z € Li. Rezultă R C L+ Li. Se observă că incluziunea inversă este banală, deci 
L+ L+ = R, şi deoarece LN L+ = {0}, cele două subspaţii sunt suplementare. 


b) Căutăm o bază pentru nucleul aplicaţiei T(x) = 11 (x — prrs). Folosind 
descompunerea (13), rezultă 


£1 + z2 +3£3 zi + £2 + 313 setot) 


PTLI = (a, a, 3a) E ( 11 , 11 , 11 


deci 


10x1 — do — 3T3 10x2 == 3T3 2£3 = 321 = 312 
T = 11 
(2) ( 11 ? 11 i 11 
= (10x1 = pg = 33, 10x2 a o = 33, 2x3 = 3x1 == 3x2) E 
Aflăm Ker T; impunem T(x) = 0, ce conduce la sistemul omogen compatibil simplu 
nedeterminat (rangul sistemului este 2): 
10x1 — Io — 3x3 =0 


T(x)=0& 4 10z2-— zı — 3z3 = 0 o] 


Lo = T1 


g3 = 371, Ti ER 
2£3 — 321 — 3T2 =0 


deci Ker T = L şi B = {(1,1,3)} este o bază în Ker T. 
c) T nu este injectivă, deoarece Ker T Æ {0}. 


d) Matricea formei pătratice 


g (£1, £2, £3) = 102 — 212 — 63 + 102 — Groza + 22 


10 —1l —3 
este A= | —1 10 —3 |. Aplicăm metoda valorilor proprii. Avem 
—3 -3 2 
10— à 1 3 
det (A — Alp) =| —1 10-A =3 |=-—A(à-11)} =0, 
3 3  2—A 


deci valorile proprii sunt A = 11, (ma, = 2); A2 = 0, (ma, = 1), iar forma canonică 
este g(x) = 11x’? + 11x3. 
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IV. a) Avem det A = 2 — a, deci det A = 0 & a = 2. În acest caz există minorul 
nenul |? | = —1 # 0 > rang A = 2 > dim Ker T = dim R? — rang(A) = 3—2 = 1. 
În concluzie, dim Ker T = 1 & a = 2. 


b) Nucleul este caracterizat de sistemul liniar omogen 


zi +z3=0 


2z1 + £2 + Ia =0 Ta = -T1 
< 
zı + ro =0 


Lo = —T1, T1 E R. 


deci Ker T = {(x1,—x1, —21) | zi E R}. O bază în Ker T este {(1,—1,—1)}, iar o 


bază ortonormată în Ker T este (5 = -4 ) k Fie (y1,y2;y3) E€ ImT. Atunci 


274 + £2 + £3 = Y1 
z1 + T3 = Y2 S yı = Y3 +Y2, Y2, Y3 ER. 
£1 + T2 = Y3 


Obtinem ImT = {(y1,Y2,Y3) | Yı = y2 + y3,va,y3 E€ R}, deci o bază în ImT 
este {(1,0, 1), (1,1,0)}; ortonormăm această bază, folosind procedeul Gram-Schmidt; 
obținem: 


7 PIE 
U2 = V2 — Pru,’ V2 = V2 — 


Normând, obținem 
1 LA ( 1 0 1 ) Li 1 £ ( 1 2 1 ) 
= ti == FeS Ti ) V2 E V2 = -Jayi fa R ? 
|] V2 v2 o2']] v6 v6 v6 


deci o bază ortonormată a subspatiului Im T este Bjmp’ = (ua). 


IA 
vi 


c) Polinomul caracteristic al matricii A este 


a—àÀ 1 1 
P(A)=det (A-A) =| 1  —A 1[=(A+1) [~> +A(a+1)+2-a]. 
1 1 —A 


Din condiţia ca A = 2 să fie valoare proprie, rezultă P (2) = 0 & 3a = 0 & a =0. 


. i La 011 i 
Prin urmare, matricea A are coeficienţii: A = [a 01 i Atunci 


011\ (011 211 
B= 42 = (201) (201) = E 
110/ \110 112 
matrice simetrică (B = Bt), care determină o formă pătratică. Minorii Jacobi ai 
matricii B sunt 


Aj; =2>0, A2=4-1=3>0, A3=8+1+1—2—2—2=4>0, 


deci B = A? determină o formă pătratică pozitiv definită. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
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7 2 —2 
I. a) Pentru matricea [fı] = | 2 4 —1 |, polinomul caracteristic asociat este 
—2 —l 4 
T— À 2 —2 
P(A) = det([f.] — AB) =| 2 4-A —1|=(A—3P0-9), 
2 1 4-—A 
deci P.(A) = 0 conduce la valorile proprii A+ = 3 (px, = 2), à2 = 9 (ua = 1). 
0 2 2 
Analog, pentru [fa] = [2 0 —2 |, avem 
2 —2 0 
—A 2 2 
P(A) = det([f2] — Ala) =| 2  —A 2| = (A= 2)? (A + 4), 
2 —2 —A 


Ecuatia caracteristică P2(A) = 0 produce valorile proprii A = 2 (ua, = 2), A2 = —4 
(Ha = 1). 


b) Avem det|fı] = 81. Fie g operatorul rădăcină pătrată căutat, care satisface 
egalitatea g? = fı. Se observă că spectrul lui fı este format din valori pozitive 


o(|f.]) = {3,3,9}, deci fı admite rădăcină pătrată. Mai exact, fie B este baza 
diagonalizatoare a lui f, de la punctul a), iar [fi] = D = OTH[f1]C = (è 3 0) este 


matricea lui fı relativ la această bază, unde C este matricea de schimbare de bază. 


urnă A ; v3 0 0 | 
Atunci operatorul g a cărui matrice relativ la B este [gg = ( 0 zis) satisface 
0 03 


egalitatea [g]?, = [f.]n. Dar ultima egalitate este independentă de bază, deci g? = fi. 


Pe de altă parte, observăm că det[f2] = —16. Dacă ar exista g astfel încât g? = fə, 
atunci am avea —16 = det[f2] = det[g?] = (det[g])? > 0, deci —16 > 0, contradicţie. 
Rezultă că fọ nu admite rădăcină pătrată. 

c) Căutăm X pentru operatorul fi. Determinăm matricea C a vectorilor proprii: 


Pentru A = 3, avem 


4 2  —2 a 0 4a +2b—2c=0 
2 1 —l b| =|0| 4 2a+2b-c=0 &c=2a+b, a,beR, 
—2 —1 1 0 —2a—b+c=0 


iar vı = (0,1,1)î, v2 = (1,0,2) formează o bază a subpatiului propriu. Analog, 
pentru À2 = 9 avem 


-2 2 — a 0 —a+b-—c=0 PRE, 
2 —5 —l b] =10] > 2a — 5b—c=0 >f 
—2 —1 —5 c 0 —2a —b— 5c=0 
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iar v = (9,1,—1)t formează o bază a subpaţiului propriu. Rezultă matricea di- 
0 1 2 30 0 

agonalizatoare C = |1 0 1 | şi matricea diagonală D = (0 3 0]. Atunci 
1 2 —1 00 9 


Af, = CDO-L, deci 


X? = DOI = CDOT tHODO™ = (O DOP > X = +(CDC7}). 


Alegem 
1 /® 1 2 300 —2 3 1 1/42 15 -15 
X = CDC! = 3 1 0 1 0 3 0 2 -1 1]= 1 12 18 —6 
1 2 —1 00 9 2 1 -l —12 —6 18 


II. a) Avem lim f(z,y) = lim z = lim a = 0 = f(0,0), 
Ei, y—0 y—0 
deci f este continuă în origine. 
b) 21(0,0) = li N ji əf (0,0) = li SÀ 
e a a 7 0, 


J |sin(uy)|du 
: x,y)—f(0,0)—0-x—0.- 
c) Fie a(x, y) = den p E sy/a2 4y? 


f |sin(uy)|du A, sia y)|du 


. Atunci 


(x — < 
o= a S 
T 
D | sin(uy)|du ] 
lim i = li 16:27] lim |sintzo)l y, (+1) =0, 
z—0 £ z—0 2x z—0 jzy| 2 
y—0 y—0 y—0 


deci lim a(x, y) = 0 şi prin urmare f este diferenţiabilă Fréchet în (0,0). 
430 
e) (x,y) — (00,00), deci există k € N astfel încât kr < xy < kr + 3; atunci 


conform cu d), avem ans < flay) < Zit. trecând la limită k — oo, rezultă 
2 
Di a 
inegalităţile 2 < lim f(x,y) < —. În concluzie, lim f(z,y)=-. 
T L—OO T T—OO T 
y—> oo y—> o0 
1 =l —5 T 
III. Calculăm invarianţii A = | —1 1 —3ļ] = 16 #0 şiô= = 0, 
l -5 -3 25 e si 


deci conica este nedegenerată, nu are centru şi este gen parabolic, prin urmare este 
o parabolă. Pentru reprezentarea grafică a conicei în sistemul de coordonate xOy, 
obţinem vârful V'(2, 1) la intersecţia conicei cu axa de simetrie a acesteia: 


g(z,y) =0 a f (@-yu+3)-16(z-1)=0 f z=2 
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Translatând sistemul de coordonate în O” = V (xOy — x”O"y”) ecuaţia conicei 
devine g”? — 2579! + y”? — 8x" — 8y" = 0. Făcând rotația de unghi 
0 = arctg ($) = arctg 1 = f 

a noului sistem de coordonate (2707y” — x'O'y', O' = O”) descrisă de relaţiile 

z" = (x —y')/ V2 

(2 +y)/V2, 
ecuaţia conicei se rescrie: y’? = 4V27. Deci graficul conicei relativ la sistemul de 
coordonate roto-translatat x'’O'y’ se află în semiplanul z > 0 (vezi desenul). 


Figura 1. 


IV. a) Fieco=e l;no>n;p=np!+1leN,z = 1. Demonstrăm inegalitatea 
8 


E i= |fno (1) + fno (1) +- + fnotp (D) > e. 


Se observă cà 


1 1 1 
1 1) +... 1)| = e7! H.. 
Pol + fer) Et foD = e Et Tae) 
no! + 1 1 
sel. 2 =el. o =e! 1 + — >et, 
no! no! no! 
deci suma X nu este uniform convergentă pe [0, +00). 
b) Fie p = cos 2 : cos ṣz +... COS jr, TE (0,3). Atunci 
E z z z E 
2psin (=) = CoS 5 ` COS gg ` + 00 pa ` S aT T 
1 z z z Sn T E e 
POZE a e te GOS aa Sa T S a Ma 
= l1 si 
deci p= $- sing si lim p= lim sing. 2 = S 
sin gr n— oo n— oo Sin 3 T £ 


Dae )= 4- tg 2. Dacăz € [0, 5), atunci |fa(2)] < + lgl < 2 = ga. 


Cum 2 Janti este convergentă, rezultă SA În() absolut şi uniform convergentă pe 
n=0 
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m/2 a 
d) 1 f(x)dx = lim f(x)dr, a < Z. Pentru Ix, 5 fn este uniform 
7/6 aa 7/6 2 n>1 


convergentă pe intervalul |Z, a], deci 


[ro dz =>] „he = fa A ta ee mus 


n=0 
bug = æ 
= ni (cosy) i = SO neos 2) - YD (cos 22), 
EZT n=0 n=0 
Sı S2 
unde 
e T T T _ sin 3 _ 3/3 
Sı = lim în (cos F cop: cos gir) =n ( i J-a (£ 
E ESOO. aj sin 3 
S2 = „n In (cosa CoS 7 1 +++ COS =) = In (= ) : 
Atunci 
I = lim h= = lim In 3v3 ln (=>) = In 3v3 ln (=$) = 
(e S >F 27 EI 27 4 


ac? 


a(t e Ga) 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil mecanic, 2004-2005 


a) Avem f(x,y,z) = £? +y? +2? +ax + by + cz +d. Sistemul care are drept 
oT = 2r+a=0 


soluții punctele critice ale funcției f, este st =0 Se 2y+b=0 
əf — = 
3f = 2z+c=0. 


b) Punctele critice ale funcţiei sunt soluţiile sistemului 


of a 
I E ENN. ama 
ox aa j 2 $ 
a = 

E E ET EU E di 
Oy 2 c= —6. 

c 
E E, ile 53 
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Avem f(—1,—2,3) =0 & 14+d = 0 & d = 14. Deoarece Hy = (8 2 oh rezultă 
d2f(—1, —2,3) = 2(drz? + dy? + dz?) > 0, 
deci (—1, —2, 3) este punct de minim al functiei f pentru a = 2, b = 4,c = —6, d = 14. 


c) Restrângem pătratele în f şi obținem: 
f(z,y,2) =£? +y? +2? + 2r + 4y — 6z +14= (£ +1) + (y +2 +(z- 37. 


d) i) Fie g(x,y, z) = f(z,y,z)— 1 = (£ +1)? + (y +2)? + (z — 3)? — 1. Verificăm 
ipotezele teoremei funcțiilor implicite pentru g(x,y, 2) în raport cu z şi cu punctul 
(—1,—2, 2): 

e g(—1,—2,2)=0+0+1-1=0. 

e gEC!. 


e 32 = 2(z — 3) > 32L (—1,—2, 2) = —2 # 0. 


Conform teoremei, există o vecinătate U € V((—1,—2)), o vecinătate V € Y(2) şi o 
funcţie unică z = z(x,y) asfel încât z(—1,—2) = 2, z(x,y) E€ V şi g(x,y, z(£,y)) = 0, 
V(z,y)eU. 


ii) Avem dz(—1, —2) = 92(—1,—2)dz + 92 (—1, —2)dy. Derivând relaţia 


glz, y, z) =0 & 2? +y? + 22+20+4y—62+11=0 


în raport cu z, rezultă: 


deci 22(—1, —2) = 0. Procedând analog în raport cu y, avem 2(y4+2)+2(2—3)92 = 0, 


deci 92 = — 4+3 şi 22(—1,—2) = 0. Prin urmare dz(—1, —2) = 0. 


iii) z + 1 + (z — 3) 22 = 0. Derivând această egalitate în raport cu y, rezultă 


z z 2 2 : 22 92 (—1,—2)92(—1,—2) 
92. 22 + (2 — 3) 25 =0, deci PE, (-1,—2) = —€ sa: =0. 
II. a) Avem ai = — sin(x + y) — 1; A = — sin(x + y). 
b) Obţinem 
27 
f [(sin(x + y) + 1)? + sin? (x + y)]dz = 
0 
27 27 27 
1 — 2 2 
a 2 Seo gale Vast cos(x +y) | +| = 
0 2 0 0 
27 : 27 27 27 
2 2 
=g a E 2cos(2r +y)| +2cosy| +2r = 
0 2 0 0 0 
: 27 : 27 
E sin(4r + 2y) „sin(2y) T OD 
2 PN li a PR, 


Faza interuniversitară profil mecanic 2004-2005 


27 27 
ð ð 

c) E(y) = J (u? (x,y) + v2(z,y))dz. E'(y) = : | e + w) de: Dar 

0 0 
2 2 iad kù eat 4 . 

2u AL 2E or şi 2u = gu (din ipoteză), deci 

27 
Ov ðu SI 
20) > | tego + og) de= wl" = u(r, y) -v(27, y) — ul0,y)ulO, y). 


Folosind u(27,y) = u(0,y) si v(27, y) = v(0, y), rezultă 
E'(y)=0> E(y)=C, CER. 


III. a) Fie A = ţi a € Ker T. Atunci T(A) = 0 & a11 + a22 = 0, deci 
2 


a21 Q2 
Ker T alis E a 
a21 —411 
_ i Due 0 1 0 0 
=^ lo -1/72 o o) Stele o0 


deci dim Ker T = 3. Deoarece pentru orice a € R şi A = (46) avem T(A) = a, rezultă 
ImT =R. Deci dim Im T = 1, iar dim Ker T+dim Im T = dim Moxa(R) o 3+1 = 4 


(adevărat). 


b) Fie B = (G N Be Ker fN Im f > f(B) = O2 şi există C = (e i) aî. 


a11, 012,021 € r} = 


a11, 412, Q21 € r} ; 


a=0 
a=0 0 b 
f(B)=02& 4 c=0 a ae .B-( J 


a+c=0 
a=a 
a+ß=b _ 
f(0)=Beo A AED ob=arc 
p=c 


Rezultă a = b = c = 0, deci B = O2. Incluziunea inversă este imediată: Ker f şi 
Im f conţin O2 în calitate de subspatii netriviale ale lui V, deci aceaşi calitate o are şi 
intersecţia lor. Incluziunea Ker f + Im f C V are loc imediat (suma a doua subspaţii 


. A : ; b : 
este subspaţiu, deci în particular este submulțime). Fie A = î x € V; atunci: 


A = ți J + i Rezultă V C Ker f + Im f. În concluzie Ker f+ Im f = V. 


e Ker f e Im f 


c) Pentru B = ( J avem 
c b 


(ta e) ae a (E O sl Ii S e) 
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Prin inducţie, se demonstrează că f” = f, Vn e N. În particular obţinem 
g=fofo:::o0f = f. Construim imaginile vectorilor bazei 
= 


2005 ori 


prin transformarea g: 


atm) a =! al nule À 
gamal = (n )=0- (o i + J (i o) > lstm) = (0,1,1)! 
g(ms) a oodi 0) + ) 


1 
deci matricea lui g relativ la baza E este |[g]g = | 0 
1 


IV. a) Fie P(x) = ao + aix + azz? + asr. Atunci 


P(1)=0 ao +aı + a2 + a3 =0 Go = —ûo 
© © 


P(—1)=0 
& P(x) = a (1 — x?) + a(x — 25), 


Pelh & 
ao — a1 + a2 — a3 = 0 


Rezultă că o bază a subspatiului vectorial Lı este B = {1 — z?, x — x°}. 
Deoarece P(2) = P(—2), obţinem analog 


Pe Lo & ao + 2a + 4a2 + 8a3 = ao — 2aı + 4ao — 8a3 = aa = —4as, 
deci 

P € Lo & P(x) = ap — 4agr + ax? — agx? = ao + azx? + as(25 — 4x), 
şi deci o bază a subspaţiului vectorial Lə este {1, 22,25 — 4z}. Fie P € L1 N Lo. 


Atunci ap + ax — agoz? — az? = ao — 4agr + aoz? + azz’, deci 


Ul = —4a3 A. a 
o! d da $ P(x) = ao — aoz? = ao(l — x°), 


@2 = —00 

şi deci o bază în Lı N La este {1 — x?} şi dim(Lı N L2) = 1. Fie 

P € Li + Lo = L(1— xz?, x — x°?) + L(1, £?, £3 — 4r) = L(1— x°, x£ — z3, 1, x°, £’ — 42), 
deci 


2 2 2 3 2 3 
ax? +br?+cr+d = ao +aix— aoz? — air? +ao—4azr tar? Fost LU, xx) = Rs[z]. 
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Rezultă dim Li + Lo = dim P; = 4. Se observă că acest rezultat se poate obţine şi 
aplicând teorema Grassmann: 


b) Deoarece Q E€ L2 o bı = —4b3, deci 
(R(x), Q(a)) = 0 & aobo + aı(—4b3) + a2b2 + a3b3 = 0, Vbo, b1, b3 E Re 
= aobo + b3(a3 4aı) H a2b2 = 0, Vbo, b3, b2 E R & 


o i “9 — PA & R(x) = az + 4a? = a1 (x + 475), a1 E R. 
a3 = 4a: 


Rezultă că o bază în L4 este {x + x}, dim L4 = 1. Aratăm că li + Lo Æ P. 
Se observă că: 


Lı + L} = L(1 — x°, x — r°) + L(x + r°) = L(1 — g?, x — x°, g + x°), 


deci dim Lı + L4 < 3 < 4 = dim P, şi prin urmare Lı + L? Æ Pa. 


c) Determinăm o bază în Lg’. Avem 


( 40 = —4a2 


P(x) = 4ap — 4azz + agx? + agx? = ap(x2 — 4) + az(x° — 47), a2,a3 E R. 


= a = —4az 
P(x) = ao + az + agx? + agx? € Lo i D 2) rd = i < 


De asemenea, pentru (L»')- = (R(z) € P; | (R(x), Q(x)) = 0,YQ € L>), 
R = ap + a£ + agx? + agr? € (La) = {R € P; | (R(x), Pi (x)) = 0, (R(x), P>} = 0} 


se rescrie 
BEE | pat 
| ia, _ o < R(x) = ao + asr + 4aoz? + 4a? = ao(1 + 22) + 4aı (£ + r°), 
3 — 4a = 


deci o bază în (Lg')t este {1 + 22, z + x3}. Privitor la suma celor două subspatii, 
avem 


Li + (Lo) = L(1— z?, x — r?) + L(1 + 22,72 + z?) = 
= L(1— x?,1 + x°, x — z’, x +g?) = L(1, x, x°, £$) = P3, 


deci Lı + (L2')+ = P; şi dim Lı + (Lo) = 4. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil electric, 2005-2006 


a) Observăm că: 


(a-—ei?)(a—e î2) = a2— ore 2 -ae +1 =a? -ale +e) +1 =a? —2acosr++1. 
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Rezultă, 


sing 1 1 1 : — 1 _ 1 : 
a2—2acosz+ţl — 2i (== =). Fie gla) T aet? a—e-iz: Atunci 


g9'(a) = aey + aey, şi în general 


n n+l 
g® 0) _ (In! i (—1) -nl p 
(a 2 eiz)n+1 (a ns e—is)n+1 ni 
1 1 
= (—1)”-n! = 
( 1) n: (o~ . eiz(n+1) (—1)n+1 a =m) 
] 1 1 1 iz(n+1) —iz(n+1) ] | 
Snl caer een] n!(e —e ) = nl. 2isin((n + 1)x). 
E i = n! sin(n + IDE 
Sın t == 
Rezultă a7-paseszi = ni ', deci az-da coszFI =» sin(n+1)z 


n=0 
b) Notând I = l sin(nt) - sin(kt) dt, avem 


—T 


_ f” cos(kt— nt) — cos(kt+nt) „_ sint(k- n) |? sint(k +n) | 
i L 2 A aa) Fa | 
__sin(z(k —n)) + sin(z(k —n)) sin(æ(k+n))+sin(xz(k+n)) _ 
2(k — n) 2(k +n) 

__sin(z(k —n))  sin(z(k+n)) 

k-n k+n ` 

c) Obţinem succesiv J, ( d= f 2 sin((n + 1)x a") -sinnz da = 
TZ? \n=0 


930 af sin((n + 1)x)- hS 


n=0 


sinz  sin(z(2n + 1)) 
1 2n +1 ? 


conform punctului b), pentru k =n +1. 


a fi 1 
IL. a) F(a) al m( ter) l dz, |a| < 1. Obţinem 
0 l—acosz/ cosg 


F'(a) T l—acosz cosg(l-—-acosg)+(1+acosg)cose 1 
0 


lFacosr (1 — a cos x)? cos £ 
3 2 î 2o € 2dt 
o 1-— a? cos? x 0o gag a? E Se 


unde am efectuat substituţia tg x = t. Dar |a| < 1 > 1 — a? > 0, deci 


1 t i 
LA j E A, i = 
F'(a) = im 2 ET arctg (=) 


(0) 


2 E 2 T T 
= ————— - lim | arct == = 5 = . 
Vl — a? ta ( (=) Vl—a2 2 Vl-—a2 
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3 
7 arcsin a + C. Dar Fo) = | Odz = 0, deci C = 0 => F(a) = m arcsin a. 
0 


III. a) Fie a1, @2,@3,@4ER ai. 


b) Conform punctului a), F'(a) = Atunci F(a 


ail (u) + azlo(u) + asla(u) + asl4(u) = 0, Vu € R & 
S 4ail (u) + s1oolo(u) + s2a3lz (u) + szasla(u) = 0, Vu € R. 
Relațiile lui Vièté: 


4 4 = 

zi =4, D trer =6 Su =i 
ci ja sa =s52—25 ri sj =16—12=4 

4 => 

d Biti: =4 s3 = 48 651 +16+8 (4 pp 4 L) 
i,j,k=1 zi | za | 23 | za 
iZizk Pi 
Lira = —8 = 32 — 24+ 8: = =4, 


implică 4au + 4azu + 4osua + 4azua = 0, Vu e Rt Q1 = Q2 = Q3 = Q4 = 0, 
deci l;(u) sunt liniar independente. 


4 4 4 4 
b) Din definitie, Q(u) = 5 Suita + 5 Suzu, + 5 S141U3U; + 5 S142U4U1, 
I=1 I=1 I=1 I=1 


deci 
Q(u) = sou? + s1U1U2 + S2U1U3 + S3U1U4 + S1U2U1 + S1U2 + 53uoua + S4U2U4+ 


+S2U3U1 + S3U3U2 + Saua + S5U3U4 + S3U4U1 + S4uquo + S5uqus + seu? = 


= sou? + 2s1u1u2 + Sa(u3 + 2u1u3) + s3(2u1u4 + 2upuz)+ 
+s4(2uzua + ud + uâ) + 235uzua + S6u2. 
Pe de altă parte, 


2 2,2 4,2 6,,2 
(ui + ziua + cjuz + rjua + 2rjuruz+ 
1 


5 $ = Xua + Tju2 + ius + ziua) = 


4 4 4 
j=l J= j= 


+2z?uius + 2xj5uua + 27 uug + 27 uzu, + 27234) = 


= sou? + sa(u3 + 2u1u3) + 253(uu4 + uzus) + 2s4(u2 + uzu4) + 235uzua + S6u2. 


4 
Rezultă Q(u) = X È. 
j=1 
S0 S1 S2 83 50 = 4 
S1 S2 S3 S4 sı=4 5 
c) A= > , unde . Obţinem 
S2 53 S4 S5 S2 = 4 
S3 S4 S5 S6 53 =4 


Sa — 453 + 6s2 — 4sı — 32 = 0 => s4 = 16 — 24 + 16 + 32 = 40 
85 4s4 6s3 452 8s1 =0 > 55 = 160 — 24 + 16 + 32 = 184 
sg — 455 + 6s4 — 453 — 8so = 0 = sg = 736 — 240 + 16 + 32 = 544, 
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1 1 1 1 
; 1 1 1 10 A: E 
deci A = 4 1 1 10 46 ||: Pentru aducerea la forma canonică a formei pătratice 
1 10 46 136 


Q(u) = 4(u? +2u1us + 2u1u3 + 2u1u4 + uz + 2uzu3 + 20uouq + 10u2 + 92uzuq + 136u2) 


folosim metoda, Gauss; se obţine: 


(u1 + u2 + uz + u4)? + 9u3 + 135u2 + 18uzua + 90usu4] = 


af 
= 4l(ua + uz + us + u4)? + 9(u3 + 15u2 + 2uzu4 + 10ugua)] = 
= 4{ (u1 + uz + uz + u4)? + 9[(u3 + 5u4)? + 2uzua — 10u2]) = 


2 
= 4{ (u1 + u2 + u3 + u4)? + 9(uz + 5u4)? + 9|—10(u4 R +10 2) = 


= 4x? + 9x3 — 90x3 + 32, deci signatura este (3,1). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul I, profil mecanic, 2005-2006 


—Y, pentru (x,y) Æ (0,0 7393 

a) Avem f(x,y) = aa (æ: y) 7 (0,0) . Calculăm lim ri 

0, pentru (x, y) = (0,0) i Aaa 
343 


Dar 


z =0 = f(0,0) şi 


ză 
ziryi 


w, iar lim [2] = = 0, rezultă lim I 
0 x4 + yt 
PEN FE Zo 


deci f este continuă în (0,0). 


Y EY ay BU 


E . Atunci 
z2+y2 zt+yt /x2+y2 u 


0— 
b) 2£ (0, 0) = lim “=° = 0 si 920,0) = lim — = 0. 
3 
) 


c) Fie a(x, y) = f(æ,y)-f(0,0) _ z 


Aa? (ætt 


1 2292 A/2lzyl 
Ja (x, y)| = V2 zi + gl Mar v| 22 V [EA lyl. 


Dar membrul drept tinde spre 0 pentru x — 0,y — 0, deci lim a(z, y) = 0, deci f 
z— 


y—0 
este diferenţiabilă Fréchet în (t; 0). 
L ont < 1 d 
) Ave = = — şi seria — este 
d) avem of (n) = aa = Sri < D pa Seria DO pa 
convergentă, Ta seria dată este convergentă. 
E amI 2n+1 2n+1 
II. a) Avem I, = sin?” t! (2x) da = f 2sin?™”t! g . cost! 2 da, deci 
0 


0 
folosind schimbarea, de variabilă sin x = y (care implică cos x = y', da = dy), obţinem 
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In = f Dani Zn, (1—y?)” dy. Notând y? = z (> y = 2172, dy = ł271/2dz), rezultă 
0 


1 1 
1 
In =. 22721201 — paz de = | 2"(1 — z)” dz = B(n — 1,n — 1) = 
0 0 


T(n —1):T(n-—1)  (n—2)(n-—2)! 


= = 22; 
TEn 2) Cn-3 ? "F 
3 2x)|? 1+1 
Pentru n = 0 > Ip = I sin(2x) dz = cala) = sl =i; 
0 2 lo 2 
Pentru n = 1, avem 
h = a sin“ (2x) dz = F sin(2z)(1 — cos? (2x) dz = 
0 o 
3 3 o i cos? (27) 2 -1—1 2 
= sin(2x) de = f cos" (2x)- sin(2x) dx = 1+ =14 = 7. 
o o 6 îi 6 3 


b 
b) In = f (x — a)” (b — x)” dx. Notăm z = a + (b — a)t € [0, 1] şi obtinem 


In = | bor a)” (1 — t)” (b a) dt = 


1 
= bari | (1 t)” dt = (b-a)271. B(n—1,n—1) = 
0 


b 
Pentru n=0> = | dz = z|? = b — a. Pentru n = 1, avem 
a 


I = f (e-a)@-a)dde= f (ob a? - ab + at) de = 
3 2 b b P; 2a 
-T a _ AP) (b-a )(b+a) 
== N P ie ăla a 3 | 3 ab(b — a). 
c) Obţinem 
a a aa a| b-a an- a np 
-ie = a i ma a e 
-iim (b -= a)™ t(n — 1)!(n -= 1). (2n — 3)! _ 
no (2n — 1)! (b — a)?™® t1 (n — 2)!(n — 2)! 
E O OE e alo de, 


no (2n — 2)(2n— 1) 4 
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1 0 
III. a)| 1 | = 1 Æ 0, deci F bază a lui R. Pentru coordonatele 
1 0 


=> O 


1 
1 
0 
lui v, avem v = Q 


T m 
pag 
= 
ji 
ji 
—— 
+ 
2 
=> 
2 
= 
© 
x 
£. 
© 
O 
9; 


(1,1,0) + 


l=a+8+y a= -—l1 
3=% si 


deci |vjr = (—1,3,—1). 


0 im —1 3—m 
b) In baza F, avem Tm(v)= | 1 0 1 3|=| -2 
m 1 0 —1 3—m 


c) Luăm m = 0, deci Ao = (3 i i Obtinem forma diagonală 


A =0 
-A 1.0 00 0 
det(Ao—Alz) = | 1 -a 1 |=—394+24 2034 2 = V2 + D= (04 0 ) 
o d = As = -v2 0 0 —v2 
Aflăm vectorii proprii ai matricei A: 
010) fa 0 AU 1 
AM =0 > (000) (2)= (0) a+c=0 >u=(3) 
010/ Le 0 Zi 
b=0 
-v3 1 0 a 9 —aV/2+b=0 
AX = V2 = | 1 -v2 1 )()=0) a—bV2+c=0 
Q i -y2 b—cV/2=0 
sis a=c 2 (2) 
b= a U2 = d E) 
îi fă 1 o å ö aV2+b=0 
Aa = —V2 (3a: ) 0)=(0)> a+b/2+e=0 
0 1v3 br eVa=0. 
EPE 1 
af ap), 
a=c 1 
1 1 1 
deci Co = [0 v2 —y2|. Avem Ao = CoDoCg' => A2006 = CyD20060 1, de 
1 1 1 
unde rezultă 
3 0 A fa 0 — 00 0 
Cola sa a | [i v2 1 |,D2 = 2x0% 0 
1 1 4 1 -y2 1 0 0 21003 
4 2V2 4 
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şi deci 
1 1 1 1 0 0 0 2 0 —2 
42006 = i 0 V2 -v2 0 21003 0 1 Va 
1 1 1 o0 0 2103] (1 -v2 


IV. a) 1) Verificăm axiomele produsului scalar: 


e pozitivitate: g(£, £) = £] + zuza + 13 + ză = (£? +2- zı- %2 + 23) + a +r, 
deci g(x, x) = (xı + 2)? + 3x3 + ză > 0, Yx € R5. De asemenea, obținem 
g(x, x) = 0 & zi = z2 = £3 = 0 & x = (0,0,0); 

simetrie: g(x,y) = gly, x) (evident); 

e aditivitate în primul argument: 


g(z +y,z) = (21 +y1)z1 + 4[(21 + z2)z2 + (£2 + y2)21] + (x2 + y2)224 
+(x£3 + y3)z3 = z121 + 4 (x122 + £221) + T222 + £323 + Y121 + AOE + y221)+ 
+y222 + y323 = g(x, z) F gly, z); 


e omogenitate în primul argument: 


1 
gr, y) = Ati + z ATW + Aro.) + ÀT2Y2 + ATay3 = A: g(x, y). 


Deci g(x,y) este produs scalar pe V. 


b) Vom utiliza procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt 


vı = (1,0,0) 


g((0, 1,0), (1,0, 0)) 
g((1, 0, 0), (1,0, 0)) 
= (0,1,0) — (300) = (3,10); 


g((0,0, 1), (1, 0,0)) 
g((1, 0,0), (1,0,0)) 
= (0,0, 1) — 0 - (1,0,0) — 0 - (0, 1,0) = (0,0, 1), 


v2 = (0,1,0) 


0+ż 0 
- (1,0,0) = (0,1,0 2 - (1,0,0) = 
( )=( ) F o ( ) 


v3 = (0,0, 1) 


- (1,0,0) 


deci E’ = {v1, v2, v3} este baza ortogonalizată. 


g(e1,e2) 3 1 


FIII — 2 == 
c) cos0 Tai aleea) VI 2 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil cercetare, 2007-2008 


II. a) ”=” Presupunem că V = Ker f + Imf. Fieve Imf > Ju e V astfel 
încât f (u) =v. Dar u = x + y unde z € Ker f şi y € Imf > f(x) =0şiy= f(z), 
deci 


v= f(u) = f (z +y) = f(z) + fu) =0+ P) = Pe) > vE mf? 
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m f? c Im f ), fie 


Rezultă Im f C Im f? (*). Pentru a arăta incluziunea inversă (I 
=> v € Imf, şi deci 


s 

v € Im f? > Ju € V astfel încât f?(u) = v > v = f (f(u) 
Im f? C Imf (**). Din (*) gi (**), rezultă Im f = Im f’. 

b) ”=” Presupunem adevărată egalitatea Ker f N Im f = {0}. Demonstrăm 
egalitatea Ker f = Ker f? prin dublă incluziune. Avem 

v E Ker f > f(v) =0 > f2(v)=0=ve Ker f?, 
deci am obtinut Ker f C Ker f?. Reciproc, avem 
vE Ker P? > fP) =0 > f(f(v)) =0> f(v) e Ker f; 
cun însă f(v) € Im f, rezultă 
fw) e Ker fN Im f = {0} > flv) =0 > vE Ker f; 

am obținut astfel incluziunea Ker f? C Ker f. Concluzionăm că are loc egalitea 
dorită, Ker f = Ker f?. 

»<” Presupunem Ker f = Ker f°. Fie v € Ker fN Im f > f(v) = 0 şi există 
xEV aî. f(£)=v. Dar f? (x)= f(v)=0> ze Ker f? = Ker f > f(£)=0 > 
v = 0, deci Ker f N Im f = {0}. 


ă 
) 


a î ya ch (a) b- sh (a) 
III. Aflăm valorile proprii ale matricii A = | sh (a) . Avem 
=~ ch(a) 
ch (a)— à  b:sh(a) 


Shi cn(a)-A 


det (A + Al) = = 0 (ch (a) — A} = (sh (0), 


deci A € {ch (a) + sh (a)}. Determinăm câte o bază în subspaţiile proprii: 


i) pentru A = ch (a) — sh (a), a # 0, avem 


a-no fa a) (2) (0) e 


= sh (a) (a1 + baz) = 0 & ay = —baz < a az G’) a ER. 


a2 


ii) pentru À = ch (a) + sh (a), a # 0, avem 
—sh (a) b- sh (a)\ /b 0 
ial (as ut ) (0) (0) e 
bi b 
ob = b- b2, b2 E R & b = bə 1 , b2 E R. 
2 


T trebuie să fie matrice cu vectori proprii ai lui A, de exemplu 


SR) 


iii) Din îi) rezultă A = T - B- T7! > A” =T. B”. T7}. Avem 


pg = ( % (a) - sh (a) 0 Aoa 0 
B 0 ch (a) + sh (a)} ~ 0 sa a e N Sc 
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deci B = (e* 0, ), iar det T = —2b Æ 0 şi T7! = ł} SUPL), Obţinem succesiv 
0 e 2 \ 1% 1 


e) AE a rata) 


ES 
2b 


IV. a) Avem un = zH + +4 +; up = 0. Arătăm că 


2n+1 1 2n 1 

I —dz < Uun < I dz > ln (2n + 1) — In (n +1) < un < ln (2n) Inn. (14) 
n+1 T n T 

Pentru a demonstra inegalitatea (14), vom aplica succesiv teorema lui Lagrange 


funcţiei ln z. 


= 1 
pe [n,n +1] => Jcn E (n,n + 1) a.î. ln (n +1)— lnn = — 
— A 1 
e |n+1,n +2] => Jcn41 E (n+1,n +2) aî. In (n +2) -— n(n + 1) = 
Cn+1 
= E 1 
e [2n — 1, 2n] => Jeana E (2n — 1, 2n) a.î. In (2n) -— lIn(2n — 1) = 
C2n—1 
Sumând, obținem E ++ = = In(2n) — Inn. Dar 
ETE E e [Ea d agil 
Cn Con- n+l n+2' 2n’ 


deci un < In(2n) — Inn. Analog, aplicând teorema pe intervalele |n + 1,n + 2], 
PE RI A > 2n+1 
.„[2n,2n + 1] se obţine şi cealaltă inegalitate. Rezultă In (2242) < un < ln (2), 
deci conform criteriului cleştelui, obţinem lim u = ln 2, deci şirul un este convergent. 
n—>oo 


b) Folosind rezultatul de la punctul a), avem 

[ee] n 

X (Unyi — un) = im dt — uk) = im Unyi =w= im Uni = |n 2. 
n= =0 


0 
c) Seria de puteri se rescrie 


= > 1 1 
2 (imi un) r=) (zato j)” 


< 1 i 
-5 (pa E 


n=0 n=0 
Si il s lyp d e ka l m Iya I. a 
Ema" DF u > (2) adresa 
n= n= n= Ka 
S1 S2 


S i 


Pentru S1, notăm yz = t. Atunci Sı = 5 5 


4". Dar, pentru s satisfăcând 
n+1 


|s| < |t| < 1, avem 


o0 
X s2” = 
n=0 


90 pnl 1 


1 
2n < dt < = 
z> [> de | zi 2 mF 7” 


n=0 
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: >o _al i+ 
şi deci Sı = 3, ln | T 


— l+vz 
= ani 


= f(x). 


oO 
1 } ; 
Pentru S2, avem X g= mer Inlocuind g cu s, pentru |s| < |x| < 1 avem 
-z 


n=0 
g 2 z 1 cică grt! 
naz= | ds = —In|l— z|. 
f 2 o l-s 2 n+l 
oO n 1 oO 
Rezultă 5 a o ln |1 — z| = —2g(x), deci 5 (Uni — Un) x” = f(x) + g(x). 
n=0 n=0 


d) Folosond rezultatul de la punctul b), obţinem: 


lim (f(z) + 9(2)) = Ia, 2 (Una — Un) z” = > (un+1 — Um) = ln2. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil electric, 2007-2008 


I. a) Demonstrăm că [z] + [x + 4] = [2z], Yx € R. Distingem cazurile: 
i) x € [k, k+ 5] > relaţia devine k + k = 2k, (adevărat). 

ii) z € [k + 3,k +1] = relaţia devine k + (k +1) = 2k +1 (adevărat). 
Rezultă f(x) = 0, Vx € R, deci fe C*(R). 


b) Fie 
AE Lro) 2 E = 2 [z i | j 
k=0 k=0 k20 
e e 


im Sa(2) = lim (fe]- | == [z], z>0 


n—oo n— o0 2n+1 [x] + 1, z<0. 
Cum f nu este funcţie continuă, seria $,(2) nu este uniform convergentă. 
g(z), 170 


gO) +; z=0 
bine funcția diferențiabilă arbitrară g(x) = 0, Yx € R. 


II. Avem 


c) Functiile discontinue g„(z) = i aproximează oricât de 


V = {M € M,„(C) | JA, € M, (C), M = AB — BA) = {[A, B] | A, B € M, (©)}. 
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Dar Tr(AB) = Tr(BA), deci pentru orice matrice M de forma M = AB — BA € V, 
avem Tr(M) = Tr(AB — BA) = 0. Rezultă V C W, unde 


W = {A|Tr(A) = 0} = {A = (aij); ja | ann = — (011 +: + an-a,n-1)). 


Fiind descrisă de o ecuaţie omogenă, submulţimea W C M,„(C) este subspatiu 
vectorial, iar o bază a lui W este 
B = {Ey |i# jij E€l,n}U {Fi |i=1,n- 1}, 
unde Ea l 
Eij = (mru = 56), Fi = (mu) |Mme = 5865 — 864) 
şi unde s-a folosit notația (simbolul lui Kronecker) ĝi = | d / i, 


Prin calcul direct se verifică egalităţile 


E — Ei j#k 
[Ev Bu] = f Fj j=k,i=l=n, 


deci B C V > W C V. Rezultă V = W, şi deci 
dim V = dim W = card B = (n? — n) +n- 1 =n? -—1. 


III. a) Forma polară A asociata lui y se obţine prin dedublare: 


1 1 
(£1y3 + £341) + z (2293 + 232), 


1 
A(x, yY) = zi + 2£2Y2 + 3£3Y3 + = (£1Y2 + y1 12) +4 7 


2 


pentru orice z = (x1, £2, £3), Y = (y1, Y2, Y3) E€ RS. Verificăm pentru A proprietățiile 
produsului scalar: 


i) Pozitivitate: 
Alx, £) =x? + xi +13 + ruta + tata + Lota +12 + 2r} = 
= 1 ((x1 + £2)? + (£1 + £3)? + (£2 + £3)?) + x2 + 23 > 0; 
A(z, x) 0> z1 = %2 = %3 =0>r=0. 


ii) Simetrie: A(x, y) = A(y, x£), Vx, y € RÌ (evident); 

iii) Omogenitate în primul argument: A(Az,y) = AA(z, y), Vz, y € R3, VAE R 
(evident); 

iv) Aditivitate în primul argument: 


A(z + 3,9) = (x1 +71ı)yı +2(£2 + 72)g2 + 3(£3 + 23)g3 + 4[(x1 + Z1)y3 + (£3 + Z3)yı] 
Hala + zu + (x2 + Zi] = A(x, y) + A(Z, y), Yx, Z, y € R°. 


Deci A este un produs scalar şi avem ||x|| = y A(x, x), Vx € R?. Prin urmare, 


|le+]| = VA(e1,e1) = 1, |lez]| = VA(e2, e2) = V2, Iles|| = VA(e3, e3) = vă, 


1 V2 
a 2? 


A zzy Alee) _ 
iar cos(ĉ1, €2) = aliel > 1 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2007-2008 


I. a) Sfera are centrul O(0, 0,0). Dreapta (D) care trece prin O şi este perpendic- 
ulară pe (H) taie planul în centrul P al cercului. Atunci 


=IR 
II 


{P} = (D)Nn (H): i m AE 


Raza sferei este R = v9 = 3, iar distanţa de la 0 la (H) este d = Vatanni = V3, 
deci aplicând teorema lui Pitagora, raza cercului de secțiune (0) este 
r=vVR -P = V9—3=vV6. 
b) O asemenea sferă are centrul pe drepta (D), deci centrul acesteia este un punct 
M(t,t,t) € (D). Conditia d(M, (H))? +r? = R? se rescrie 


ppt Pia 
de să isa +6=R2o R=V6+r3(0— 12. 
v12 +12 +1? 


Prin urmare, ecuaţiile sferelor din enunţ sunt: 


(2 — 1) + (y-t)? +(z-t? =3(t-1) +6, tER. 


c) Condiția R = 6 se rescrie: 


6 = y6 +3(t-1} S 10 = (t- 1)? S t€ {t12 = 1 + V10}. 


Exista două soluţii: 


(x — tk)? + (y — tr) + (2 — tn) 6, k =1,2. 


a 0 g a? 0 abp+py 
II. Alegem X = | 0 a 0|; prin calcul direct, obtinem X? = ( 0a? 0 ), 
0 0 y 0 0 y? 
Relaţia din enunţ conduce la sistemul 
a2+aa+b=0 a € {15m Va —48) 
aB+By+aB=0 a yE [=t] 
Y +ay+b=0 B(a+y+a)=0. 


Alegem a = ap = va db ui mp = pg > NA Va Ab şi obţinem a +y +a =0, 8 €R, 
0 g 
deci rezultă familia infinită de soluţii | (X ao 0 ) | Be RI. 
Yo 
2zy ( 


III. a) f(x,y) = T iul 
bi z, y = 


2xy 
x2 + y? 


0) 
„ Avem lim Z 0, deoarece 
0) 


alegând £n = yn = 1 — 0 pentru n — oo, obţinem lim 7 = 1, deci funcţia f nu 
n 00 = 


m 
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este continuă în (0,0). Calculăm derivatele parţiale ale funcţiei în origine: 


of AeA a D200 


Jr O 0) =, Li z£ z—0 gr 
27 (00) = lim f(O, y) — f(0,0) _ lim Umane — 0. 
Oy y—>0 y y>0 y 


i Əf  2(y?—-x°y) Əf _ 2x?” -— yx) 
Pentru (x,y) # (0,0), obtinem Oz O (z2+y2)2' 0y (222 


Nefiind continuă în origine, rezultă f nu este diferenţiabila în origine. 


b) Obţinem succesiv 
3 n 3 /osint NP 3 
ca f int cost a= e isi bul d = f* (sint) dt. 
o 2 2 o 1 o 


Ei 3 
Dacă n = 2k + 1, atunci Iaru = f (sin t)?*+! dt = J (1 — cos? t)" sin t dt. 
0 0 


1 
Cu schimbarea de variabilă cost = y, obţinem I2k+1 = J (1 — 92) dy. 
0 


Cu o nouă schimbare de variabilă y? = u (deci y = u? şi dy = lu” :du), rezultă. 
: pi i 1f a 
Ioa = | (l-u) puridu=3 | u 2(1—u)du = 
0 2 2 Jo 
D)-T(k+1 
T en U 
27 (2 T(k+ 3) 
ol yrk! 1 VT: k! _ 
RICE ICE ACE 
1 VT: k! a ul VT- k! _ 
4 (k+ 5)(k- 3)I(k- 3) 4 (+ = 1) n VE 


1 k! i „Iara RD 


— 9 2k41 2k—1 ES T : 
2221 $  2(2k+1)! (2k+1)!! 


z 
Dacă n = 2k, atunci Io = J (sin t)?" dt. Cu schimbarea de variabilă sint = y (deci 
0 


1 


1 __dy), obținem Izk = l yF- y?) 2 dy, iar cu schimbarea 


t = arcsin y şi dt = 
A i 
de variabilă y? = u (deci y = Vu şi dy = 304), rezultă 


i Js al 1 1 fl poi i 
Io = | u G-t | u3 (1 — u)? du = 
0 0 


2 
fo bl IPRA 1% Tr) 
2 22) 2 Tk+1 2 k! 


1 (k-11)... 4 1 (2k11)! 
2 k! T3 ko 
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k 
, TET n=2k+1 
In concluzie In = n 
TORD n=?2k,n>1. 
2 
i 2 T 
c) Obţinem g„(2) = n pu aaa = r deci im 9n (2) = dim Pee a 0, de 


unde g(x) = 0, Vx e R. Notăm h(x) = T Pentru a determina supper A(z), 


calculăm h'(x) = tu şi avem h'(x) = 0 & x € {0,+yn}. Din tabelul de 
variaţie al funcţiei h rezultă: supper hle) = h(—vVn) = h(V/n) = zi > 0 pentru 
n — 00, deci şirul de funcţii {gn} converge uniform la g. 


oo an oo ar 
IV. Termenul general al seriei J —7, Q, E R este an = X SR 
nÊ sin 4 nê sin 4 
n=1 n n=1 n 
Aplicând criteriul raportului, obținem: 
3 ii a 1 
.  |an+1 art nf sin 4 f n Nain -h 
lim = |a| lim = = jal. 
n>œ]| an noo (n + 1) sin H an n>œ \n+1 i sina 


Distingem urmatoarele cazuri: 
i) Dacă |a| < 1 => serie convergentă (absolut convergentă). 
ii) Dacă |a| > 1 => serie divergentă. 
iii) Dacă |a| = 1 = avem subcazurile: 


e = i 


„ Dacă 6 > 0 > serie convergentă 
nê sin | 


iii.1) Pentru a = —1 seria, devine 3 


(criteriul lui Leibniz); dacă 8 < 0 ir pic A dicerna, deoarece nu există limita 


(=1)" 
lim — 


(criteriul de necesitate); 
n>% nf sin = 


1 

iii.2) Pentru a = 1, seria se rescrie 5 ———y. Aplicăm criteriul logaritmic şi 
nÊ sin + 
=] n 
| __Im(nfsin 1) _In(sin 1) 

obţinem: l = lim n = B+ lim ———. Dar 
no Inn n>œ lnn 
1 1 
In(sin + T COS g (-5) 1 1 
im (sin 2) = | a E Z. = lim — cos ==1, 


deci | = 8 — 1. Dacă 8 — 1 > 1 atunci seria este convergentă. Dacă 8 — 1 < 1 atunci 
seria este divergentă. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil electric, 2008-2009 


I. a) Fie f(x =X apa, x € [0,1). Atunci f'(x) = X nana”, x € [0,1). 
n>0 nal 
Cum an > 0, rezultă f'(x) > 0, Yx € [0,1). Pentru N e N fixat, avem inegalitățile 
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N 
5 anz” < f(x) < L,Vx € [0,1), de unde lim 5 anz” < L. Rezultă că şirul sumelor 
r> 
n=0 n=0 
N 
parțiale sy (x£) = 5 anz” este mărginit, seria 5 an este convergentă şi 
n=0 n>0 
Dan <L (15) 
Pe de altă parte, f(x = anz” < 5 an, Va € [0,1), de unde m f(z <> an Şi 
n>0 n>0 n>0 
L<X an. (16) 
n>0 


Din (15) şi (16), rezultă că X` an = L. 


n>0 
b) Exemplu: Sa”. Avem an = (—1)” şi „im n | ae E |= 1, deci raza de 
n=0 
convergență este 1. Se constată că 
oO oO 1 
nt” = WCIa = n = 1,1). 
Eea = Donun = Doa = gip ze Cu 
n=0 n=0 
Deci avem f(x) i li = l ER D S~ 1)” t tă 
i avem f(x) = — şi lim — = -= . Dar —1)” nu este convergentă. 
Ia an Ia 2 m = i 


II. a) Observăm că fi (2 j= f i fo(t)dt, iar 


= [ noa- f (f za) a= f -20 =i a fol jav) dt = 


+ [ecou d= | -Did 


~-t) f a 


Se poate demonstra prin inducţie că fa(£) = cy | (x — tt folt)dt,n > 1. 


Atunci 


1 


(a) = (n—1)! 


fe — "alea < Cai fe — 6" | fo(t)|dt. 


Deoarece funcţia fo(t) este continuă pe compactul [a,b], există M > 0, astfel încât 
|fo(0| < M, Yt e fa, b]. Deci 


Ifn(2) < Ti eoa- TES (e) z 
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M(b — a)" 
Cum 5 ud Cu este evident convergentă, din Criteriul lui Weirstrass rezultă că 
er n! 
5 fn(x) este absolut şi uniform convergentă pe [a,b]. 


n>1 
b) Avem 

lim (fife) + fole) + -fa(2)) = 
= üm | f food + | (æ — t) E +... 4 zl (2 — 5" folt)dt | z 
= lim I 1+(z-t) +... CD ta | odt = 


1 b 
D pod | etde | efod 


a a 


Il 
~ 
3 = 
4E 

£ 
O 


III. Cum P; sunt sunt toate pe aceeaşi circumferință, presupunem că ele sunt toate 
pe un cerc. Atunci P, P2P;Pj(i < j) este un patrulater inscriptibil şi din teorema 
lui Ptolemeu, rezultă că ai2đij + a1jai2 = aj, i < j. Cum (aij) este matrice 
antisimetrică, putem scrie a12a;j = a2i01j +41;02;, 1, j = 1,n. Dacă A; este linia ¿i din 
matricea A, avem că a124i = a2;Á1 + a; A42, i= 1,n, ceea ce conduce la concluzia 
rang(A) < 2. Întrucât A nu este matrice identic nulă şi este antisimetrică, rezultă 
rang (A) > 2, deci rang(A) = 2. 

Pentru funcţia f : R” — R”, f(x) = az, avem Ker f = {x € R” | Ax = 0}, 
dim( Ker f) = n — 2, iar Im f = {y € R” | Ax = y}, dim( Im f) = 2. 


IV. Din ipoteză avem Ar = 0 pentru x Æ 0; rezultă rang (A) < n. Dacă 
rang (A) < n — 1 atunci rang (4;) < n — 1, deci det A; = 0 pentru i = 1,n. 
Presupunem rang(A) = n — 1. Fără a pierde generalitatea putem presupune că 


n—l 
ün = X oua, (17) 
i=1 


cu a; E€ R şi x = (a1, ..., @n—1,—1)*, de unde 


n-—l 


Ba = 5 &ibi = bn = Ay, (18) 


i=1 


pentru y E€ Mn, (R). Scriind matricele pe coloane, calculăm 


n-—l 
det A = det (CI PS aiai) = 5 Qi (bilaz...an—1lai) = 
i=1 


= adet (bıla2...an—1la1) = det (aiļaz...an-1] — aıbı) . 


Similar pentru i = 2, ... n — 1 rezultă det A; = det [ail|az2...an—-ı| — aibi]. Deci 


n—l n—l n n—1 
5 det Åi = det (cena == 5 ash) , X det Åi = det (ce-a — 5 ash) 3 
j=l 


i=l i=l g=1 
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Conform (18), ultima coloană este —A,, deci conform cu (17) - o combinaţie liniară 
a coloanelor a1, ...,an—1, de unde concluzia: Yo, det A; = 0. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2008-2009 


I. a) Avem: 
ə — (0 3. cos 4 —0 
Ol Ga aia ONN o a 2 SOS a a nai cat 
Oz z—0 £ z—0 £ z—0 x2 
S 
finit 
of . FOy+h)- f0), 0-0 
ay ©”) h0 h hoo h o 
b) Fie yo € R arbitrar, fixat. Fie 
9 9 
zau) = FO, yo) = PE (O, yo) -æ — SEO, yo) + (y = wo) 
a(z,y) = 
x? + (y = yo)? 
z? -cos 4 -0-0-0 z? - cos -Z 
— z — z | 
z? + (y = yo)? VI” + (y — yo)? 
ll- | cos 3] x3 
Se observă că are loc majorarea |a(z,y)| = Z < = ala], iar 
£? + (y — yo)? ` lz] 
lim x|z| = 0, deci lim ja(x,y)| = 0. Prin urmare f este diferenţiabilă Fréchet în 
y—>yo y>yo 
punctul (0, yo). 
o 9 
c) Avem - = 3r’ cos $ + 2ysin E Z 0, deci tim SI nu există (sin(00) 
nu există). În concluzie =” nu este continuă în (0,y). Dar = = —zsin 2. deci 
ox Oy a? 
o 9 9 
lim 2i = lim —z sin% = 0 = O a, deci ar este funcţie continuă in (0, y). 
z—=0 Oy z>0 2 Oy Oy 
wa 
finit 
1 
l ðg 99 ðg ră - cos 5,r #0 
d) Obţi rad g = |]; 1) = 
) Obţinem succesiv grad g (ž, Oy” dz ; f(r, 1) aci 
Prin calcul direct, rezultă 
ðg _Əðfðr f ə 1 1 1 _ 
2 Dor [ə cos -3 sin -z ( >] Ia Za Bia 
— ER ER 1 aa 1 T 
p je ty Pa) apt sin ea] Va pr 
og _9foO 2, 2,2 1 tos 1 y 
Dy ör y be y +z TET 2sin | TITA 
ðg _ofər_ 2 2 a2 i 1 z 
Oz Or Oz be a DaT 2sin | T2 Fy Fz 
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în punctul (x,y,z) Æ (0,0,0). Se observă uşor că grad g(0,0,0) = (0,0,0). 
II. a) Efectuăm schimbarea de variabilă t = x + s. Atunci 


z2 a (sta)? z2 = s2 zs z? > a? z8 
f(a) =e2 e 2 ds=e2 e 2 z ds = e2 ds. 
0 0 0 


Rezultă 


oo i OO 
= —e ez +] e “e 2 (—s) ds == -f se %zds<l 
j 0, Jo 0 
-0+1 


Inegalitatea 0 < x f(x) este evidentă. 
z2 2 2 =i 2 0 42 
b) f'(x) = xe? J e`? dt+e?(-—-e™)= re? J e`? dt—1=xzrf(x)-1. 
c) Evident, din a) şi b). 
d) Prin calcul direct, obținem 


(z 2 oo 2 pE- a oo 
ro= f ct a= | ela) aE" va. | a AE 
A o A 2 2 


III. a) Evident f(x,y,z) = (4x + 6y, 3x — 5y, 3x — 6y + z). 
t 


OO 


4 3 3 
b) Cum f(x) = Ar, A = 6 —5 —6 | , rezultă f”(x) = A” x, ceea 
0 0 1 


ce conduce la determinarea numărului natural n şi a numerelor reale a1,..., an cu 
proprietatea 
An - A” + ani ATE E adi - A+ ao - Ig = 0. 


Polinomul caracteristic al matricei A fiind Pa(z) = —A%+39-A— 38, aplicând teorema 
Cayley-Hamilton se obţine egalitatea matriceală —A% + 39. A — 38 - I = 03. Deci 
n = 3 si a3 = —1,a2 = 0, aa = 39 şi ap = —38. 


3z + 6y =0 
c) Din f(u) = u, dacă u = (x,y,z), rezultă 4 3x —6y =0 , de unde z = y = 0. 
3x — 6y = 0 


Atunci U = {(0,0, z)|z € R}. 


IV. Sy: £? +y? +z? — Al + 1)e — 23A — 2)y +2(A — 5)z — 14À + 33 = 0. 

a) Sa : (x — 2A — 2)? + (y — 3A + 2)? + (z — àA + 5)? — 14)? = 0. Rezultă că, 
pentru A Æ 0, S> : (centru (24 + 2, 3A — 2, à — 5), raza |A|V14). Pentru A = 0, avem 
(x — 2)? + (y +2)? + (z — 5}? = 0 > este punctul (2, —2, 5). 


b) Centrul sferelor este (2A +2, 3A — 2, A— 5) = (x,y,z), de unde dreapta cerută 


x-2 y+2 z+5 
este: > 3 I À. 


c) Determinăm punctul comun al sferelor S): 


A(—4zr — by + 2z — 14) + (z? +y? + 22 — 4r + 4y — 102z + 33) = 0,VA € R. 
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—4a —6y+ 22 —14=0 
(z — 2)? + (y +2)? + (2-5) =0 7 
sferelor S). Planul tangent la sferele S> este 2x + 3y — z +7 = 0. 


Obţinem | deci (2, —2, 5) este punctul comun al 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2009-2010 


I. Dacă f este şi derivabilă, atunci 


po) =2: VI) 3 -L =1> VID zac fate 


Dar f(0) = 0 = f(x) = z?, deci toate soluţiile problemei sunt 


dos) aud 3 falz) = ză, 
z2, ze(—-o0,0 
0, ze (0,00 


0] — 
) ; falx) =0. 


p(n) 
II. Are loc dezvoltarea în serie Taylor f(z) = 5 aa zh, 
n=0 ` 


n 
a) Avem 
z z œ £fn)(0 
i e“ f(t)dt =f e=. ȘT W) ( ) nat = 
0 o a n 
œ pno z l 
=i ( e f e tind 
pr n 0 
Notăm In = T e™*t”dt. Integrăm prin părţi şi obţinem relaţia de recurenţă, 


0 
In = —e a" +nIn-1, de unde I, = —e *(2% + net +...+n)+nl Atunci 


z œ fin) 
l e” t f(t)dt -5 Í O. [i z” — mal —... — n!) + nle?) = 


= Soo) (e 1 ` T Z) 


b) Se alege f(x) = e77 şi înlocuind în relaţia de la punctul a) se obţine imediat 
relația cerută. 


III. a) Folosind proprietățile produsului vectorial, avem 


T(ă + 02) = ă x (ăi + U2) =X v +E xX i = T (01) + T (v2), 


T(kă) = E x (kọ) = k(ë x T) = kT(7), Yk € R, 
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de unde T este aplicaţie liniară. Ecuația â x i = O admite soluţiile Y = Aa, A € R, 
deci Ker T = {Ag | A € R} (mulţimea vectorilor colieari cu g). Fie y = T (v). Atunci 
y =äx v, deci ImT = {7| y La}. 

b) Fie 01 = (1, 52), 02 = (T71, Ti), unde õp = Tüp = x üp, k € (1,2). Folosind 
faptul că unghiul format de doi vectori nu depinde de lungimile vectorilor, că T este 
aplicţie liniară şi că produsul vectorial este biliniar, putem presupune că vectorii t1, iz 


sunt versori. In plus, deoarece avem TŪ = |]a]| (n x i) şi transformarea liniară 
de scalare omogenă de factor ||@|| conservă unghiurile, putem presupune că @ este 
PE caii 


versor. În aceste condiţii, notând cp = cos(ip, d), k € (1,2), folosind bilinearitatea 
produsului scalar şi egalitatea a x (a x w) = (a, wya — (d, a)u, avem 


Analog, folosind proprietatea, de rulare a produsului mixt şi antisimetria produsului 
vectorial, avem 


(71,02) = (a x n, d X 2) = (n, (d X U2) x d) = 
= —(ŭ1,@ x (@ x îi2)) = — (ü, (&, ü2)ä — (ă, ä)ü2) = 
= —(ŭ1, cod — T2) = (d, d) — C1, C2, 


şi deci (v1, V2) = (Tu, TU2). Din relatia (&, TW) = (d,d x w) = 0 rezultă unghiul 


a, Tù = Vu E€ Vz; obţinem ||Tok|| = |lă x vkl] = |lal] : vk|| - sin(a, Paz) = lo]. 
Prin urmare 
Tu, T2 UL, V2 
cos 02 = = = ——— = cos h1 
Tall To ell vll Í 


deci transformarea T conservă unghiurile (este conformă). 

c) Fie S(ọ) liniară cu proprietatea S(0) L d, deci S(7) x 5 = 0, YF € Vz. Fie 
A matricea unică, A € M3(R) cu proprietatea S(i) = Av. Notăm A = (aij); j-13- 
Impunând condiţia de ortogonalitate, obţinem 


2 2 — 

Q21V1U3 + A22V2V3 + Qo3U3 — O31U1V2 — A3205 — Q33V2V3 = 0, 
2 2 E 

Q11V1U3 + Q12U2U3 + Q13V3 — A31VÍ — 032V1V2 — a33V1V3 = 0, 


Q11U1V2 + Q12U2 + 013V2V3 — a210? — a22V1V2 — 02313 = 0, Vv = (v1, v2, v3) € R3. 
Alegând 7 = (1,0,0), 7 = (0,0, 1), 7 = (0, 1,0), obţinem 
a21 = a31 = 0, a12 = a32 = 0, a13 = a23 = 0 
şi înlocuind, obtinem aa = a22 = a33 = À E€ R. Deci S(5) = AV, A E€ R. 


IV. Fie {v1,v2,...,Un+41} vectori proprii. Cum oricare n dintre ei sunt liniari 
independenți, rezultă că al (n + 1)-lea vector este liniar dependent de ceilalti n aleşi. 
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Există deci a4,...a, € R, nu toţi nuli, a.î. vai = Qui +... + Ann. Presupunem că 
Qı Æ 0. Pe de altà parte, T(v1) = Au, Dea ,T(Un41) = An1 Uni; unde A, şa Angi 
sunt valori proprii, deci 
aT (v1) +... + anT (vn) = Ana (Q101 Fanta) € 
> QAU F+.. FOnÂnUn = QlAnp101 +... H Anti Ann S 


au (Au =>: An) = 0 
ao(A2 = An) = 0 


An (An = Ana) =0. 


Dar aa Æ 0, deci à} = Ana. Cum acelaşi raţionament se poate repeta pe orice 
combinaţie a celor n + 1 vectori, rezultă Ay = A2 = ::: = Ana = à. Deci T = AI, 
unde J este aplicaţia identică. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2009-2010 


a) V2lay| < ya? +y? > 2lzyl < 2? +y? > (|z| — lylP 2 0, Yx, y) # (0,0). 
zl? 


— < — 
Verp va 


egalităţile lim f(x,y) = 0 = f(0,0), deci f este ua în origine. 
zt, y—> 


b) Folosind punctul a), obținem sali ja sigla oa 0. Rezultă 
z,y> 


c) Obtinem 
ar OO 5 i 
5, (0,0) lim 7 0. 


1 
d) Pentru a = 4 şi b = 1, mem SA n) (+ 1)" 
n=l 
1 


Notăm ap = ——=———. Să observăm că lim 


an 
n2V/nâ +1 n>0 An+1 
este 1, deci x + 1 € (—1,1),x € (—2,0). Dacă z = 


= Ret 


n=l 


= 1, de unde raza de convergenţă 


00 1 ÎI 
—2, avem 5 Za 


n=l 


1 

(convergentă cu criteriul Leibniz). Dacă x = 0, avem 2e <> e 
aA Aa 4 2 

n n=l d, 


oO 


convergentă, şi din criteriul comparatiei, rezultă 2 Pi convergentă. In con- 


cluzie mulțimea de convergenţă este [—2, 0]. 


II. Considerăm integrala 7(0) = I et da, y > 0. 
0 
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[e.e] 


a) Avem I(y) = J e`? dr = ni (cu funcţia T). Se observă că I(y) < I(0) 
0 
pentru y > 0. Rezultă că I (y) este convergentă, pentru orice y € [0, +00). 


b) Derivând în raport cu parametrul y, rezultă 


T'(y)= | seta), |-2 (2 + A] . Laz, 


de unde 


> y 2 P9 j / 
T'(y)+4I(y) = f e-(2+3) (2 — 2) da = 2 | e-(e+) (z + 2) da = 
0 IX 0 T/ x 


unde s-a folosit substituţia x + # = u. Rezultă că T (y) = —4I (y), Vy > 0. 


T (y) g I T'(y) T 
c) Deoarece = —4, rezultă | —= dy = —4 | dy => ln I(y) = —4y + nC, 
i Tu) Tu) i 


deci I(y) = C - e7% (Y)y > 0. Dar 1(0) = J gt e =, a deci 
(0) 


sS 


III. a) Verificarea că T este lineară este trivială. 
KerT =(zeR5|T(z)=0) = {x e R5;| (22 — £3, —2za + 2x3, £1 — 272) = 0) = 
= {(2a,a,2a)|a E R} 
ImT = {y €R? | T(x) =y} = {y = (v1, y2, y3) E€ RS; | 2y1 + y2 + 2ys = 0}. 


b) Proprietatea cerută reprezintă un caz particular al problemei omologe de la 
profilul electric, pentru vectorul a = —2i — j — 2k = (—2,—1,—2). În acest caz, 
matricea asociată lui T : V3 — V3,T(v) = a x v relativ la baza canonică {i, j, k}, 
coincide cu cea din enunţul problemei date. 


0 2 —1 i t -2 =ï a, 1 [505 
c) Avem A = (220 a). Atunci I3 +A = (-2 1 2), (+4) '=4 (438). 
Rezultă 


0 01 
1 —2 1 505 1 70 0 10 
Q=(2 1 2) (138) = (8360) = 5-50 
—1 2 1 345 10 \6 8 0 
3 4 
5 5 0 


Valorile proprii ale matricii Q sunt soluţiile ecuaţiei caracteristice 


det(Q — àI) = 0 5A — 3A? + 3A +5 =0, 
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deci (1 — A)(5A? +84 + 5) = 0 > A = 1,23 € C. Deci singura valoare proprie reală 


este A = 1. Fie v = (î) vector propriu corespunzător valorii proprii A = 1, deci 


îi a 0 ¿=a 1 

$ -$ 0 b |=| 0 -| i >v=a i „a€ec. 
3 4 1 C 0 =p 0ER 1 

5 5 


IV. n: 2m+1)z + (3—4m)y+3z—2=0. 
a) Vectorul normal la plan are componentele n = (2m + 1,3 — 4m,3). Condiţia 


ca planul mı să conţină Oz şi să fie perpendicular pe 7 este echivalentă cu condiţiile 
O(0,0, 0) e Ta, milli = (1,0, 0), milin, deci 


z —0 y—0 z—0 
Tu: 1 0 0 =0 & 3y — z(3 — 4m) = 0. 


Analog obţinem 72 : 3x — z(2m + 1) = 0, m3 : (3 — 4m)x — y(2m + 1) = 0. 

b) Se observă că vectorii nı = (0,3,4m — 3) si n2 = (3,0, —2m — 1) care sunt 
normali respectiv la planele mı şi 7m2, sunt necoliniari, deci planele mı şi m2 sunt 
concurente după o dreaptă A. De asemenea, notând cu e, €2, e expresiile care anulate 
dau respectiv ecuaţiile planelor m1, 72, 73, se observă că ea - =(@m41) + ea: 3—im = ez, 
deci 73 aparţine fasciculului de plane determinat de m1 şi 72, deci conţine dreapta A,. 
Rezultă ca m1, T2 şi m3 sunt plane concurente după dreapta A. 


c) Eliminând parametrul m din ecuaţiile dreptei A (ecuaţiile planelor mı şi 72), 
rezultă ecuaţia planului în care se află conținută această dreaptă, atunci când m 
variază: 

3y— 3z 3zr-z 
mi = 


ze > mila >: = 6x — 3y — 5z = 0. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil electric, 2010-2011 


y 
II. Notăm f(y) -f y xt + (y — y2Pda. Atunci 
0 


1 — 2y)dz + vyt + (y — y?) 


(d = ý 1 2 
ro =j age 


o (0-00 f’ -apt t Va) 


1 


1 f” 1 Y | 
< z» rezultă — dr< zdr = ; 
zt + (y= y’) Y-Y o yzt+ (y — y2)2 o Y=y Îi 


202 Rezolvări - anul I 


deci 


— 1)? 
F (y) > 1—2y+V/2y92 — 2y + 1 = 1—y+ V 242 — 2y + 1—y = 1-y+4 (y ) >0; 


y + y 2y2—2y+1 


prin urmare f'(y) > 0. Rezultă deci f'(y) > 0, Vy € [0,1] şi deci f este crescătoare. 
1 


1 
Aşadar valoarea maximă a lui f(y) este f(1) = r’dz = z 


0 
III. Fie A = (2 A € M2x2(R) matricea transformării T relativ la baza canonică 
a lui R. Atunci 
(T (x,y), (x,y)) = 0, V(x, y) E€ R? & ((ax + by, cx + dy), (£, y)} = 0, V(x, y) € R? 


a=d=0 


"e < A=(%8), DER. 


o ax? + (b+ c)zy + dy? = 0, V(z,y) E R? & f 
Fie B = (e o) € Mo>x2(C) matricea transformării S relativ la baza canonică a lui C?. 
Atunci 

(T (x,y), (x,y)) = 0, Y(z,y) E€ Co ((az + by, cx + dy), (£, y)} = 0, V(z,y) e C? 

$ aļz|? + byz + czy + dy? = 0, Y(z, y) €E C &a=b=c=d=0& A= (88). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2010-2011 


I. a) Matricea endomorfismului Tọ : R? — R? relativ la baza canonică a lui R’ 


1 0 0 

este Ma = a 1 0 |, matrice nesingulară, deci Tu este transformare bijectiva. 
Q2/2 a 1 

Prin urmare Ker (Ta) = {(0,0,0)}, iar Im (Ta) = RS. 

b) Polinomul caracteristic Pm, (A) = det(Ma — AI3) = —(A — 1)? are o singură 
radacină distinctă triplă A = 1 reală, deci o valoare proprie a lui Ta cu multiplicitate 
algebrică trei. Subspaţiul propriu asociat acestei valori proprii este 

S-a = Ker (Ta a 13) = {(t,0,0) | tE R}. 

În particular, dacă a = 0, atunci M, = Iz este matrice diagonală, deci o bază 
diagonalizatoare este chiar baza canonică {e1, e2, e3) a spaţiului vectorial R3. Pentru 
a Æ 0, dimensiunea subspaţiului propriu S) este unu, deci multiplicitatea geometrică 
a valorii proprii A = 1 diferă de cea algebrică, şi deci Ta este endomorfism jordanizabil, 
însă ne-diagonalizabil. 

c) Prin calcul direct, obţinem Ma © M = Ma+b, Va,b € R, din care rezultă 

1.00 
egalitătea M? = Mna, Yn € Z şi în particular Mg! = M_a = ( za 1 Ji Va E R. 
— 
d) Dacă a = 0, atunci Ma = 13 este matrice diagonală, limita şirului Sn există şi 


este eMe = el = e- Iz. Dacă a Æ 0, atunci Ma este jordanizabilă; notâd cu T matricea 
jordanizatoare (formată, dintr-un vector propriu şi doi vectori principali) şi cu J forma, 
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canonică Jordan asociată lui Ma, avem J = T- MT, care implică eMe = Te/T-L. 


II. a) Dreapta admite ecuaţiile parametrice (x, y, 2) = (t+a, bt—2, 3t+a—b), te R 
şi este inclusă în planul (P.) dacă punctele acesteia. satisfac ecuaţia planului, deci 


(+a) + (bt — 2) + (3t+a—b)—4=0,vteR 


& (b+ 4)t + (2a — b — 6) = 0, were f A II o] a 
b) Ecuatiile perpendicularei din A pe planul (P2) sunt: z= = uta = =, iar 
intersecţia acesteia cu planul (P2) este punctul A'( Z, -2, 14), 


c) Cele trei plane se intersectează în punctele ale căror coordonate sunt date de 
soluția sistemului 
z+y+z=4, 
z+2y +22 = —l, 


z + Ty + 72 = —m. 


Matricea coeficienţilor necunoscutelor are determinantul zero, are rangul 2, iar sis- 
temul este compatibil dacă determinantul caracteristic al celei de-a treia ecuaţii este 
nul, deci 


T 


4 
-m 


2 = 0 26 — m = 0 & m = 26. 


Deci pentru m Z 26 planele nu au puncte comune (se taie două căte două după trei 
drepte paralele), iar pentru m = 26 sistemul fiind compatibil simplu nedeterminat, 
planele se intersectează după dreapta D = (P.) N (P2), deci fac parte fasciculul de 
plane concurente în D. 


III. a) Obţinem succesiv: 


2 2 2 
z +y 
Se app TTY 0 


z— 0 
y> o0 


2 
2 2% — Y 
z 
y 124 y? 


deci i iii i f(z, y) = 0 = f(0,0) si deci funcţia f este continuă în origine. Cum 
z)—(0, 


31:(0,0) = 0 şi 3£(0,0) = 0, rezultă imediat că f este diferenţiabilă în origine. 
b) Avem 


2 2 4r? 4 


ol aja 22y? aia + pepa (z, y) # (0,0) 
i 0, (z, y) = (0,0) 
21 (0, y) — 2 
x 3 2 3 £ Y) (0,0) i 5 
şi deci -e (0,0) = lim 2) i 5 = 0. Analog obţinem 34 (0,0) = 
22 _ 
CD, 170 


c) Deoarece f(x) = 
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fu a, 170 
f(z) = i i „Fie gn(£) = falx) — f(x) - | n2z2+ Z 


. Atunci 
0, z =0 


1 
sup |g„(2)| < = —> 0, de unde fn converge uniform la f. 
ER N n> æ 


n 
n= 3” 


n 


OO 
IV. a) Notând y = z?, seria se rescrie (1) y”. Criteriul raportu- 


n=l 
lui produce R = ł pentru seria în y, deci raza de convergență a seriei date este 


r= = iar mulţimea de convergenţă este |—-1-, —| (folosind criteriul Leibniz). Fie 

v3 v3?’ V3 

OO an 

a n—l 2n 1 1 ý 

f(z) = dl 1) m Tr | a 4l. Atunci 
rosie oray a pnl, 
n=l n=l 
de unde zf'(x) = 25 (1) - (V32)?72. Cum i = XO (=1)"r”, Ve € (—1,1), 
n=1 n=0 
rezultă 
< 1 3x? 


In. 2n — 1 = A 
D a a r E ET 


Atunci z f'(x) = E, de unde f'(x) = z$ si f(x) = n(1+3x?°)+C, C € R. Dar 
f(0) = 0 (cu definitia) şi f(0) = In(1 + 3 - 0?) + C = C, de unde rezultă C = 0. Prin 
urmare f(x) = In(1 + 322). 


OO 


b) Deoarece -i tiar] < £ + ta = ar si da 
n=l 


criteriul raportului), rezultă că seria este uniform convergentă. 


este convergentă (cu 


c) Calculăm 7 folosind integrarea prin părţi. Obţinem succesiv: 


1/v3 1/V3 2 
0 0 


— d 

1 + 3x2? j 

1/73 2 

= 512-2 | ST 
v3 ò 1 + 3z? 


= -z n2 — 2x] 


19 
1/V3 1/73 1 d ( ) 
T f LF 32 


0 v3 V3 v34 


0 


2 2 
= ln 2 + 
V3 V3 v 


arctg (£ v3) 
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Pe de altă parte, folosind punctul a), putem calcula 


1/V3 1/V3 œ an 
I = | In(1 + 3x2)da =] X(t ada 
0 0 n=l £ 
1/73 1 au), 


e n—1 l 
i a A Bnn + 


oo 3n 2n+1 
= 
pei n 2n+ 1 


Egalând expresiile obţinute în (19) şi (20), obţinem rezultatul cerut. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil electric, 2011-2012 


I. Cum {1, x, x?, x°} este bază în spaţiul polinoamelor de grad cel mult 3, rezultă 
că trebuie să impunem condiţia de ortogonalitate a lui p(x) cu elementele bazei. Dar 
(p(x), 2) = 0 şi (p(x), x3} = 0 datorită imparităţii, deci, impunând (p(2), 1) = 0 şi 
6 


(p(x), 22) = 0, găsim a = 33 iar b = Ê. 


II. a) Folosind proprietăţile de aditivitate şi omogenitate ale transpunerii, se obţin 
egalităţile 
Ta(4 + B) = Ta(A) + Ta(B), VA,B € Məx2(R) 
Ta(kA) = kTa(A), Vk € R, VA € M2x2(R). 


b) Componentele imaginilor prin Tą ale matricelor {(4 0), (84), (92), (89)}, 
SAAN 
mMıı m12 m21 M22 


Ta (mıı) = (e 0) =(1+a)mı > |Ta(mu] = (1 +a,0,0,0)t 
Ta(mı2) = (98) = ma+ama => |Ta(mı2] = (0,1, a, 0) 
Ta(ma) = (13) = ami + ma > [Ta(ma] = (0,a,1,0) 
Ta(m22) = (6 12a) = (1 +a)mə2 => [Ta(m22] = (0,0,0,1 + a) 


00 0 
produc coloanele matricei B = [Ta] = ( O ) ; 
0 001ta 


c) Polinomul caracteristic al matricei B este 
Pg(A) = det(B — 14) = (1 +a) — AP (1 — à? - a?) = (A - (1 +a) A- (1 — a)). 


d) Rădăcinile polinomului caracteristic sunt 1 +a şi 1—@. Distingem cazurile: (i) 
A = 0, caz în care Ta admite valoarea proprie A+ = 1 (cu multiplicitatea algebrică 4), 
iar B = I4 (matrice diagonalizanilă, aflată în formă diagonală, iar baza diagonaliza- 
toare este, spre exemplu, baza canonică {e1, e2, ez, e4} a spaţiului R4). În cazul (îi), 


când a Æ 0, valorile proprii distincte ale transformării Ta sunt: A = 1 +a (triplă) şi 
0 00 


o 

A = l-a (simplă), iar B—Al = | 0 2 2, 6 ), cu rangul 1, deci multiplicitatea geo- 
00 00 

metrică. (dimensiunea subspaţiului propriu) este 4—1 = 3, deci egală cu multiplicitatea 
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algebrică a valorii proprii. Multiplicităţile concid şi pentru valoarea proprie simplă A2, 
deci Tą este diagonalizabilă şi în cazul (ii). Prin urmare, pentru orice valoare a € R, 
Tą este diagonalizabilă. În cazul (ii), rezolvând cele două sisteme caracteristice, 
obţinem baze în subspaţiile proprii: Sia = Span(uı = es, U2 = €4, uz = (0,1,1,0)), 
şi Sica = Span(u4 = (0,1,—1,0)). Deci baza diagonalizatoare este, în cazul (ii), 


{u1, u2, U3, ua). 


fat: 3 . Y . . N 
EI = = < 0, şirul este descrescător, deci există l = 
za 

lim zn. Trecând la limită în relaţia de recurenţă, obţinem l = 0. 

n—> oo 


IV. a) Cum tai — £n = 


b) Aplicăm criteriul Raabe-Duhamel. Atunci 


şi cu criteriul Stolz-Cesàro, limita devine 


22 
3 Inn : 1 
I lim z an =} lim (| =) el 
n—> oo Th ==} Toi n— oo 2 


deci seria este divergentă. 


c) Aplicăm din nou criteriul Raabe-Duhamel şi ţinem cont de rezultatele obţinute 
la punctele a) şi b), anume lim z, =0 şi lim ng? = 1. Astfel, 
NO n— oo 


3 

> 1-1- r? 

im n ( n -1) = lim n (a-i) - lim (E) 
m Aa 


1- (1-2) 1 
U= MA lim n(1— 1+ 3r? — 3x4 + xf) 


3 
lim ng? (3 — 3x2 +4) =>> 1, 
n—> o0 2 


deci seria este convergentă. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil mecanic, 2011-2012 


I. a) Condiţia de perpendicularitate permite să alegem ca vector normal la plan 


vectorul director al dreptei, îi = (b,c,a). Planul conţine punctul 
Mo(a E= R, a— 2? =$), 
deci are ecuaţia: b(X — (a +c— Ł))+c(Y — (a — $))+a(Z — (—$) = 0, care se rescrie 


1 
bX + cY +aZ + (a? +0? +c) — (ab + be + ca) = 0. 


b) Se observă că proiectia N a punctului M pe (7) se află la intersecţia cu (7) a 
dreptei (D'), care conţine punctul M (a,b,c) gi are vectorul său director coliniar cu 
vectorul normal îi = (b,c,a) la (m). Deci coordonatele lui N sunt date de sistemul 


liniar 
X-a _ Y—b _ Z—c 
b c a 


bX +cY +aZ + 4a? +b +e) -— (ab+ be + ca) = 0. 


Soluția sistemului este N (a — b — 5,c— $). Punctul N înjumătăţeşte segmentul 
MP, unde P este simetricul punctului M faţă de planul (7), deci coordonatele sale 


sunt medii aritmetice ale coordonatelor punctelor M(a,b,c) şi P; prin urmare avem: 


zy = (zm + zp)/2 zp = 2708 — ru =a—b 
UN = (ym +yP)/2 94 uP=2yN—yum=b-c 
zn = (zu + 2p)/2 zp = 22N —2M =C- 4. 


Atunci 
tp a—b 1 —1 0 a 
E an 
ZP c—a —1 0 1 c 


Simetrizarea faţă de planul (7) fiind descrisă de matricea din relaţie, rezultă liniari- 
tatea acestei aplicaţii. 


c) Matricea este singulară, de rang 2, deci defectul transformarii f este 3 — 2 = 1. 


II. a) Matricea asociată familiei de vectori relativ la baza canonică este 
l+m 2 2 

C = [Br] = ( 2 iim A ) are determinantul det C = (m + 5)(m — 1), deci 
m 


Bm este bază în R? pentru det C # 0 & m € R{—5,1}. Coordonatele lui v relativ 

la B—ı sunt date de [B_.] 1[v] = (333) (5) = ( 3 | 
220 2 -2 

b) Pentru orice x = (£1, 72,73) E€ R, forma pătratică Q(x) = y(x, x) se rescrie 


l+m 2 2 z 
Q(x) = (z1, £2, £3) ( 2 lm 2) (2) = (1+ m)(£? + £3 + x3) +4(£1£2 + roza + £321). 


Pentru m = 1, avem Q degenerată, pozitiv semidefinită cu signatură (+, 0,0), 
deoarece se poate rescrie 


Q(z) = 2(x? + r2 + z2) + 4(£1£2 + dota + dara) = 2(x£1 + T2 + r3). 
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c) Notând U = (i j i), avem M = [Bo] = (3 i 3) = 2U — Iz. Dar U#+! = 3UF, 
Vk > 1 iar UIs = I3U = U, deci pentru n > 1 putem utiliza binomul lui Newton, 


M” =(2U- Í)” = 5ST teU OCh)" = Sotto) + (—I3)” 
k=0 k=0 


n—1 
= 5 [C2 (DU) + (3 = YO Ok (—1)"3 TU + (113 
k=0 


k=0 
-15 ii ial 1) + ( yes o 1)*] C2- W + (01 
k=0 k=0 
= eP T + CD = TE, 


1 l+a a a 
Pentru n = 2012, obţinem M2012 = 2 (5212 — 1)U + 13 = ( b ke g ) 


a a l+a 
————— Aaa 


a 


III. a) Punctele critice se obţin ca soluţii ale sistemului 


27 —0, 2zy(1+ 2) =0 
© 
x? (1 + 3y) = 0. 


Se obţin soluţiile (0, y), Vy € R şi (—1, —4). 

Cum d2f(0,y) = 2ye3dz?, rezultă că, dacă y > 0, punctul (0, y) este punct de 
minim local al functiei, dacă y < 0, punctul (0,y) este punct de maxim local al 
functiei, iar (0,0) nu este punct de extrem. 

Pentru (—1,—43), avem d2f(—1,—3) = Ze 5da2 + 3e7°dy? > 0, de unde acesta 
este punct de minim local pentru f. 

b) Rezultă imediat din faptul că (—1, —3) este punct de minim local al funcţiei şi 
FL, —3) = -se 3. 

c) Presupunem că funcţia admite un punct de extrem global. Avem astfel 3 
posibilităţi: 

1) Dacă acesta ar fi punctul (0, y), y > 0, atunci ar trebui ca f(x,y) > f(0,y) =0, 
V(x, y) e R, ceea ce este evident fals, este suficient să alegem un y negativ. 

2) Dacă acesta ar fi punctul (0, y), y < 0, atunci ar trebui ca f(x,y) < f(0,y) =0, 
V(z,y) e R, din nou fals. 

3) Dacă (-1,—1) ar fi punct de minim global, atunci ar trebui să aibă loc 


3 
inegalitatea f(x,y) > f(-1,—3) = —ze”5, V(z,y) e R. Pentru a demonstra con- 
trariul, alegem z = $, y = —3, a > 0. Avem deci d < e-5, Va > 0, ceea ce este 


evident fals. 


IV. a) Folosim inducția matematică. Avem de demonstrat inegalitatea, strictă 


VOL * d2n+1 ze y 41 
VA2n+1 * d2n+2 VA2n+3 


progresie aritmetică de raţie r > 0, relaţia este adevărată. 


a G1*(03:...*on-—1 
b) Notăm un = d 


„sau, echivalent, a2p+102n+3 < apa. Fiind vorba de o 


Folosind punctul a) şi notând cu r > 0 raţia 
Go Qq e sa... 


(an 
ra ai VAL š è sa ză 5 
rogresiei, avem 0 < Un < 4/ z deci folosind criteriul cleştelui 
P g J n dani a + nr F Inr’ Ş bi) 


Faza naţională profil teoretic 2012-2013 209 


rezultă lim un = 0. Atunci obţinem: 
n00 


[e.e] n 
Q1:03:...*:(0on-—1 di ` Q1:03:...*Gok-—1 1 
X - = lim X - 


Ga: 04 :...*2n Q2n+2 nos ae! Q2*Q4 +..." ok A2k+2 


n=l 


1 1 
— ii 1 SI -lj , a ji , 
= lim X z (uk uk+1) = a „im (u1 — um) PC) im u +1) 


= 
k=1 
1 l a 1 
ui = i i r 
T r a3 05 


c) Folosim criteriul Raabe-Duhamel. Avem 
a . nr 1 
lim n| 2+ _1 = lm ——— =- <l, 
n= oo Q2n+1 n>œ qı + 2nr 2 
deci seria este divergentă. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil teoretic, 2012-2013 


I. Aw,..., A" lv sunt vectori proprii pentru A”. Notând P = |v, Av,..., A" lu], 
matricea. P este inversabilă şi are loc egalitatea A” P = AP. 


II. Oricare ar fi a din R\Q, funcţia falx) = f(a + 2) — f(x) este constantă. 
Oricare ar fi a din R\Q şi oricare ar fi x € R, are loc f(x +a) -— f(a) = f(x) — f(0). 
Funcţia x — f(x)— f(0) satisface ecuaţia funcţională a lui Cauchy, iar f continuă 
implică f(x) — f(0) = az, oricare ar fi x din R. Obţinem f(x) = ax +b cua EQ gi 
be R. 


III. Notând cu ua polinomul minimal al lui A, avem pa | x?” +1. Polinomul 


2 2 


r” + 1 este ireductibil iar ua = £ i + 1. Notând cu PA polinomul caracteristic al lui 
A, avem Pa = (22 +1)", iar n = 2r > 2., 


2 2 


d r m2a2— [na]? 
IV. Notăm ÍI, = f (+ 2501 ha) 


E.P unde Jn = | 
a ( 


da şi (= lim "a. Cu schimbarea de 
n—= În n 
t2 — [t]? 


n2 + t?)(1 + mA 


variabilă nz = t se obține (= lim 
n>œ lnn 


5 k+1 L-K 
Se observă că J, = Janki Unde Ink = f 7 ITZ dt şi 
= k (n? +t?) (k2? +1) 


1 k+2 dt 
Ink > > i 
EL (n (2 + (+ 12) [s t(n? +t) 


Au loc relaţiile 


2 


1 1 
i Jn > In us In2+InyVn2+4]; (21) 
Inn In n V2n2 + 2n +1 


PEE 1 E 1 ” f dt f dt 
wk S k(n? Ek) 3k (n2 + k2) 7 Jya (n2 FE) Jp 3n Ht) 
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De asemenea, are loc relaţia 


? ln yn? +1 5 1 1 
de Jn < Ahk + H arctg —. (22) 
lnn lnn 2Inn nlnn n 


2 
Din (21) şi (22) rezultă (= lim pl. 
n> lnn 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil electric, 2012-2013 


I. La momentul arbitrar t, vectorii de poziție ai punctelor 
M(t) şi M(6) sunt: Fu, = Fa, + tou, Tm = TB, + tU2. Deci punctele M şi Mz au 
coordonatele: M(t) = (t,t,6), M(0) = (1+t,t,—t). Un punct arbitrar de pe dreapta 
M, M> are vectorul de poziţie de forma 7 = (1 — s)7u, + sru,, $ E R. Deci punctele 
suprafeţei S au coordonatele (x,y,z) date prin relaţiile: 


x = (1 — sjt + s(1 +t) r=t+s 
S: y = (1— s)t+ st os y=t 
z= (1— s)t— st z=t-—2st, t,sEeR. 


(ecuaţiile parametrice). Din primele două relații obtinem t = y şi s = x — y care 
introduse în a treia dau ecuația implicită 


2 


S: z=y-— ?2y(z— y) 2y" — 2ry +y- z =0, 


: : : ; TRR? š : 0 —10 
care este ecuaţia unei cuadrice. Matricea formei pătratice asociate, A = È 2 o); 
0 00 


are valorile proprii A = 1 + V2 > 0, à2 = 1 — v2 < 0 şi à = 0. Matricea extinsă 
=] 0 


0 0 
ER : -1 2 0 1/2 1 SI i ? 
a coeficienţilor are determinantul | 9 o o 1 12| = a Æ 0, deci fiind nesingulară, 
0 1/2 —1/2 0 


suprafaţa. $ este o cuadrică nedegenerată. Rezultă că. S este un paraboloid hiperbolic. 


II. Notăm cu n = dimV. Fie B = {e1,€2,...,€n} o bază in V. Fie A matricea 
n x n asociată formei biliniare F in raport cu baza B, cu elementele a; = F'(e;,e;), 
i,j = 1,2,...,n. Fie TA un operator liniar Ta : E — E, astfel încât în B are 


matricea A, deci Ta(z) = A - X, VĂ = (z1,£2,...,£n)* € R”, unde (£1, £2,..., En) 


sunt coeficienții lui x € V relativ la baza B. Avem T4 (ei) = 5 ajiej = 5 F(e;,e;), 
j=1 j=1 


i = 1,2,...,n. Atunci Ta (£) = X F(z,e;)ej, x € V. Prin urmare Vi = Ker (Ta). 
j=1 

Analog, V2 = Ker (T4:), unde At este transpusa matricii A. Din teorema rangului şi 

din relaţiile dim Im (TA) = rang (A) şi dim Im (T4+) = rang (At), obtinem 


dim Vı = dim V — dim Im (TA), dim Vz = dim V — dim Im (Tae). 
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Cum însă Im (TA) = Im (Tae), rezultă dim Vi = dim V2. 


III. a) Un calcul simplu arată că 


1 1 1 j noan 
+ am | -aa da= | da 
n+1 n+2 n+3 0 o l+rz 


00 2 
b) Notând S = 5 (3 : i H a) , obţinem: 


n=0 


s SE) Pl ol 


=0 
-f Tra [A T (/ EETA] m 


z. — (7L) ar = (£ anla | T ian n) 


oo 


ur) drdy 
(9) 


= In2. 


IV. Fie a € R\Q fixat. Din condiţia dată rezultă f(x +a) — f(x) e R\Q, Yz E R. 
Deci putem considera, funcţia continuă ga : R > R, ga(2) = f(x+a)— f(x). Aceasta 
ia valori doar în mulţimea numerelor iraționale. Din continuitate rezultă că această 
funcţie este constantă, deci ga(£) = ga(0), Yx e R, ceea ce este echivalent cu relaţia 


f(z +a) — f(x) = f(a) — f(0), VzeR, Ya € R\Q. (23) 
Pentru xo fixat şi a variabil în R\Q, rezultă relaţia 
f(zo + a) — f(x) = f(zo) — f(0). (24) 


Funcţia Aro : R > R, hrala) = f (zo + a) — f(a), este continuă pe R şi constantă pe 
R\Q, deci constantă pe R. Astfel relaţia (24) are loc pentru orice a € R deci şi (23) 
are loc pentru orice x E€ R şi a E€ R. 

Avem de determinat funcţiile f : R — R, care satisfac relaţia 


f(z +y) - F(z) = f(y) — F0), Yz,y ER. 

Funcţia A: R —> R, A(x) = f(z) — f(0) verifică ecuaţia lui Cauchy 
A(x +y) = A(x) + A(y), Vz,y € R în care soluţiile continue sunt A(x) = az, 
x € R. Deci f(x) = ax +b, Yx € R, cu care revenind obţinem a(x — y) € R\Q, 
Va — y € R\Q, care are loc d.n.d. a E Q (deoarece dacă prin absurd a € R\Q, atunci 
pentru x — y = 1 € R\Q, obtinem a(x — y) = a- + = 1 > R\Q şi deci a(x — y) € R\Q, 
ceea ce contrazice ipoteza). În concluzie f(x) = ax +b, x €R, a €Q, bER. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil mecanic, 2012-2013 


42771 
T t| < 1, deci mulţimea de convergenţă a seriei 
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1 1 
F1 (02702 


b) Obţinem f(x) = 5 zk 
k=1 


c) Au loc relațiile 


LED 1 o1 1 1 o1 1 AE L) 
“S32 (2r+1)* 3 (2241)? paz 34t 12 \e zl 


deci f(x +n) < 5 ( 1 


1 PI 
cta ani | Prin urmare, 


[e.e] 


z 1 1 1 1 1 
eme 20 (ea ER 


00 
1 
şi deci dei) < dop 0 > 0. 

II. a) Interiorul domeniului este D = ((x,y) | x£?+y? < 1}. Avem un singur punct 
critic (0,0), care nu este punct de extrem local. Pentru punctele de extrem local pe 
frontiera, domeniului (problema de extrem cu legătura F(x,y) = £? + y? — 1 = 0) 
considerăm lagrangianul 


P(x,y, A) = £? + 2V3 ry — y? +4 +All? +y? -— 1), 


iar anularea componentelor gradientului conduce la sistemul 


9% = 

—— = 2g + 2V3y + 2Ax = 0 
ox 

p 

N E E E, 
Oy 

9% ga tă 

— = —1= 

JA r +y 0 


cu soluţiile A € {+2}. Pentru A = 2, obţinem punctele de minim (2, — 3) şi 
1]. = 


E, F) = 2. Pentru A = —2, obţinem punctele de 


(3, V8), cu valoarea asociată f(d 


maxim (43, 1) şi ( vă, 1), cu valoarea asociată f( Va, 1) = 6. Avem deci dubla 


inegalitate 2 < f(x,y) < 6, pentru orice (x,y) e D. 


Altfel. Pentru z? + y? = 1 luăm z = cost, y = sint, t € [0,27] şi considerăm 
funcţia g(t) = f(cost,sint) = cos? t + 2V3sintcost — sin? t + 4, care se poate rescrie 


g(t) = cos 2t + Văsin 2t + 4 = 2cos (2t + 3) +4€ [2,6]. 


b) Se observă că mulțimea căutată este cea a punctelor pentru care f(x,y) = 0 şi 


5 Æ 0, deci este formată din soluţiile sistemului 
y 
l xr? +2V3ry — y2 +4=0 


y 7 V3a. 
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Dar dreapta y = văz nu întâlneşte hiperbola z2+2V3xy—y2+4 = 0, şi deci mulţimea 
căutată este hiperbola M = ((z,y) | £?+2V3ry— y? +4 = 0}. Prin derivare, obţinem 

ha ET V3y © V3y 
Vă y- Văz 


. Punctele critice ale funcţiei implicite verifică, sistemul 


z+Văy=0 
xr? + 2V3ry -y +4=0. 


Obţinem soluţiile (—v3, 1) şi (v3, —1), iar y(—v3) = 1 şi y(V3) = —1. Derivând y’, 
, _ (+ V3y')(y — v32) — (x + V3y)(y' — v3) 


rezultă y” = y — V3} şi deci 
„e om 1+v3-0)\(1+3)-0 1 
Pi) (+3) it Au 
pă) = SUE 3)-0_ i aid) 


de unde (—+y3, 1) este punct de minim, iar (V3, —1) este punct de maxim. 

III. a) Identificând coeficienţii matriceali ai parametrilor a,b € R din egalitatea 
ÎI a ea CA e a e 
A? = B? = D şi AB + BA = Ov. 


b) Prin calcul direct, rezultă M?” = (a? + b°)" Ia şi M®™®+! = (a? + 02)" M. 
2n 
1 


) care satisfac egalităţile 
cos6 sin 


c) Notăm a = (a? + b?)” şi Npk = PD 0 aaa MI. Atunci 
k=1 
— | 1 3 1 5 1 2n—1 1 2 | 1 4 | 1 2n 
Nk (m+ au tgM Fety aM ) (zu -3M tt pp M ) 
3 5 2n—1 2 4 2n 
Ze | De ne td aa PE M (AN ANI RE eat a, 
3 5 2n—1 2 4 2n 


l+a 1 
deci lim Np = lIn 4/ M -1 h. 
da ce ES DN y "Jea 


IV. a) Dacă dreapta D are ecuaţia vectorială 7 = rı + tdı, t € R, unde fi 
este vectorul de poziție al unui punct de pe dreaptă şi dı este vectorul director 
al dreptei D, atunci distanța de punctul M(x,y,z) al cărui vector de poziţie este 

- M - r-ri) xd 
Tu = xi + yj + zk, se poate calcula folosind formula: d(M, D) = ea 
i 
Pentru dreapta Di avem 71 = 0, dı =i + j + k, iar pentru dreapta D2, avem 72 = i, 
də =i+j—k. Obtinem ||dı|| = ||d2|| = v3, iar condiția d(M, D1) = d(M, D2) devine 
I(r — r1) x di|| = ||(F — 72) x də||. Vectorii din relaţie sunt 


= (y = zji + (z — x)j + (x — y)k 


= (y — zji + (z +x — 1)j + (£ — y -— 1)k. 
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Din egalarea normelor celor doi vectori rezultă ecuaţia carteziană implicită căutată 
S: 2yz + 2zz — 2x +y+1=0. 
4 
b) Ecuatia căutată este X*-(A+A+t)-X—32 = 0. Avem A+A! = (6 3 i 
cul direct, obţinem ecuaţia 4r? +8y? + 222 — 32 = 0, care se rescrie a + uz + z -1 =0. 
Se determină proiecția Co pe planul orizontal rOy a centrului de simetrie C al elipsei 


) . Prin cal- 


T de intersecţie dintre elipsoidului obținut anterior z + g + z — 1 = 0 şi planul 
x+y+z-—2= 0. Eliminând z din sistemul format, rezultă centrul elipsei suport a 
cilindrului eliptic care conţine T, Co(£, 2,0). Centrul C satisface ecuaţia planului şi 


7» 7» 
are coordonatele (x,y) identice cu ale proiecției Co, de unde rezultă C(7, 2, $). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul I, profil teoretic, 2013-2014 


I. Fie mulţimea Ep = {x € I | f(x) = 0, f'(x) 70). Funcţia g este derivabilă pe 
I\Eș. Construim o familie de mulţimi (Az)re, de intervale deschise cu proprietăţile 
£ E År, As N Ay =0, Yx # y. Funcţia x E€ Ef > qs E Ar NQ este injectivă, deci 
mulţimea Æp este cel mult numărabilă. 


II. Descompunând 2014 = 2 - 19: 53 şi 2, 19, 53 fiind numere prime, rezolvarea 
ecuației în Z2014 este echivalentă cu rezolvarea ecuaţiei în Z2, Zi9, Z53, deci ecuaţia 
are 3 soluții. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil electric, 2013-2014 


I. Restricţia lui f la R?\{(0,0)} este o functie de clasă Ct. Un eventual punct de 
extrem este fie punct critic, fie (0,0). Din 


ar E Ha Pa 
Of _ _e-a-y ap) —0, 
Oy r? +y? 
rezultă z = y £ 0 şi e7?” = 5 fp Si deci z = y > 0, eti 3. Apar două cazuri: 


a< V2 şi a > v2. 

Cazul I: a > v2. Nu avem puncte critice, deci doar (0,0) poate fi punct de extrem 
local. Cum f(x, y) = e 7 + 2/22 + y? + (a—V2)yaz2+ y2, folosind inegaitatea 
din enunţ şi V2y/22 + y2 > |z+yl, obţinem f(x,y) > 1—z—y+|z+y|+0 > 1 = f(0,0), 
deci (0,0) este punct de minim global. 


V2 


1 
Cazul II: a < V2. Avem un punct critic (c, €), cu € = 3 In — > 0. Eventuale puncte 
a 


de extrem nu pot fi decât (c, c) sau (0,0). Cum a = e-2*y2, putem scrie 
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f(x,y) = e-2e(e2c-2-y + /2y/2 + y2) 
şi folosind inegalitatea sugerată şi V2V/22 +y? > |£ + y|, obtinem 
f(x,y) > e 2%(1+2c— gx- y+ |e + yl) > e + 2e) = f(c c), 
deci (c, c) este punct de minim global. 


Pe de altă parte, arătăm că (0,0) nu este punct de extrem local. Avem egalitatea 
f(z, x) — f(0,0) = e7? +av2|z|— 1. Dacă z < 0, evident f(x, x) — f(0,0) > 0, deci 
(0.0) nu poate fi punct de maxim local. Dacă z > 0, atunci 

—22 _ 1 
fe) — f(0,0) =e} + fir 1 = (== J a). 
z 


e7? —] 


Deoarece lim ( + av3) = —2 + aV2 < 0, există r > 0 cu proprietatea 
r> 


T 
e727 


I +av2<0, Yz e (-r,r)\{0}, 


de unde f(x, x)— f(0,0) < 0, Yx € (0,r), deci (0,0) nu poate fi nici punct de minim 
local pentru f. 


II. i) Calculăm integrala folosind integrarea prin părti şi obţinem 
1 e i 1 1 
z[(—1)” (a + 2br) a] = zz, de unde a = —1, b = z- 


n 


2 1 T 
ii) Folosim formula lui Parseval = + 5 a + b2 = î f?’ (x)dz, unde aosan, 


n>l 
bn, n E€ N* sunt coeficienţii seriei Fourier trigonometrice ai funcţiei f : (~r, t) > R. 


Dezvoltăm în serie Fourier trigonometrică funcţia impară f(x) = z, x E€ (—7,n). 
2 f7 [ni 
Obţinem ao = 0, an = 0 şi bn = = | a sin(na)da = PA si iti 
T Jo n 
L fT a Dn E 
Cum — f (x)dz = Ea din formula Parseval rezultă 
T Jr 


5 1 T? si li 1 ea 1 + + 1 T 
— = — im (++... +>] =. 
æ n? 6 n=>œ |12? 22 n2 6 


III. Folosim formulele 
4sin? z = 3sinz — sin 3x, sin(x +y) = sin z cos y + sin y cos z. 


Atunci T(f)(x) = h(f)sinz + Iz cosx + I3(f)sin 3x + I4(f) cos 3x, unde 


27 27 
hie ji saaa as f Jayu 


27 


n= f "mar a ] anti N 


a) Funcţiile (sin z, cos x, sin 3x, cos 3x } fiind liniar independente în V, rezultă 


f e Ker Te h(f) = hbf) = B(f) = 4f) =0. 
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Alegem funcţiile (sin z, cos z, sin 2x, cos 2x, . . . , sin 1007, cos 1007x}, care satisfac cerinţele. 


b) Orice vector propriu este de forma f(x) = asing + bcosz + csin 3x + dcos 3x. 
Prin calcul direct, obţinem 


h(f) E 3b, D(f) = 3Ta, I3(f) = —md, Ia(f) = TC. 
Din relaţia T(f) = Af, cu A € R* valoare proprie şi f vector propriu, obţinem sistemul 
Aa = 3mb, Ab=3ra, Ac=—rd, Ad=—rne. 


Rezultă (A? — 9m2)ab = 0 şi (A? — n?)cd = 0. Dacă A g (+n,-F3n), rezultă f = 0, 
care nu convine. Atunci A = T, X2 = —T, Ag = 3m, A4 = —37 cu vectorii proprii 
corespunzători 


filz) = a(sin 3x — cos 3x), fə(x) = a(sin 3x + cos 3x), 


fs(x) = a(sin a + cos x), falx) = a(sin x — cos x), a € R*. 
IV. Vom nota cu diag (a1,a2,...,a@ņn) matricea diagonală care are coeficienții 
Q1,02,..-,0m pe diagonală. 
Pentru c minim, c=a+b-—n, luăm A = diag (1,...,1,0,...,0), cu 1 considerat 


de a ori şi B = diag (0,...,0,1,...,1), cu 1 considerat de b ori. Atunci, cum 
2n —a—b < n, rezultă că în matricea A: B rămân a +b-—n de 1 şi rang (A- B) =c. 

Pentru c=a+b-—n+1, păstrăm matricea B, dar luăm AJO, 1,...,1,0,...,0], cu 
1 repetat de a ori şi rang (A - B) = c. 

Continuăm la fel până la c maxim. 

Pentru c = a, A = diag (0,...,0,1,...,1),cu 1 repetat de a ori şi cum a < b, 
rezultă că şi în acest ultim caz, rang (A: B) = c. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul I, profil mecanic, 2013-2014 


I. a) Se pune problema existenţei derivatelor parţiale de ordin 1 ale lui f în punctul 


(0,0). Cum 970.0) = 0 şi 90.0) = 0, există aceste funcţii. 
T y 


b) Obţinem 


r- y? : sin(xy) xy(z? — y’) ! zy(2? — y’) 
m 


li i a = l = l a, 
PR e sin(xy) (£2 + y2)3/2 (æy) tO, 0) £y (£2 + y2)3/2 (æy) 340,0) (22 + y2)3/2 


zyl? — y?) lzyl o leul 


< 
e| S az l 


diferenţiabilă Fréchet în (0,0). 


Dar = |z| > 0 când (x,y) — (0,0), deci f este 


c) Avem 
r? — 2 , 4ry? 
a z yoolew) Fy A a 2 pa (x,y) # (0,0 
j 0, (z, y) = 0, 0) 
2 — 2 . —4ry? 
a z x cos(xy) PEE + sin(xy) CETO (x,y) # (0,0 
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de unde rezultă 


e = | ie. A 
(0,0) = lim = —1; 2 da (00) = lim ——G 


po 2a+28 =Í 


. 5 j l 
d) Seria de studiat este 5 sin (==) 


n>1 


EI: Dacă a = p, atunci an = 0 iar 


an 


PEPETA y u : 1 
suma este 0, deci seria este convergentă. Dacă a+ 8 > 1, atunci 5 Ja] < 5 Tarp’ 
n>1 n>1 
deci seria este absolut convergentă. Altfel, seria este divergentă. 


î 1 3 1 1 
II. Avem (a) = J dz = J dx. Cu schim- 
o 1+a?cos?g 9 1 q2 COS? 2 
p £ i 
barea de variabilă tg x = t, obținem L E l Ta dt = T Prin inte- 


T/2 
grare, rezultă I(a) = Sm(a +v1+a?)+C. Din relațiile (0) = 1 Oda = 0 şi 


0 
1(0) = 5 m(1) +C = C, obţinem C = 0. Prin urmare I (a) = Sm(a +VI+a2). 


III. a) Determinarea punctelor staţionare (critice) ale funţiei f conduce la re- 
+e) =0 
1+ (x +y)(—2y) = 0 


soluțiile (4, 1) şi (—4 3—3); iar când x = —y, nu avem soluții ale sistemului. Se obţine 
d F(}, 4)(z,y) <0, d (1, 4) este punct de maxim local, iar d? f(—4, —4)(x, y) > 0, 
deci (—4, a este punct de minim local. 

b) P ele staţionare ale funcţiei f cu legătura x? +y? = 2 sunt (1,1) şi (—1,—1). 


= fa iar fmax = Z Pentru determinarea imaginii, trecem în coordonate 


zovarea sistemului . Obţinem z = +y. Dacă x = y, avem 


fmin 
polare x = pcos, y = psinð. (x,y) € D duce la 0 € [0,27], p € [0, v2]. Prin 
urmare avem f(x,y) = pe”P' (cos + sin 9). Atunci |f(2,y)| < pe-P'| cos + sin]. 

=p? 1 š CE E zel 
Dar |cos6 + sin6| < v2 iar d. pe” se atinge pentru p = şi este je 2. 


Aşadar |f(z,y)| < 3 şi imaginea cerută este -3, Z ; 
IV. a) Obţinem d(A, T) = $ = rı şi d(B, Tt) = 2 = ro, iar distanţa dintre centre 


este d(A, B) = V4 + 36 + 4 = = > rı + ro, deci sferele sunt exterioare. 


b) Punctul câutat C se află la intersecția planului 7 cu dreapta AQ, unde Q este 
simetricul punctului B faţă de planul 7. Avem CB = CQ, pentru un punct arbitrar 
M € n avem MB = MQ, iar din inegalitatea triunghiului, AQ < AM+MQ. Folosind 
aceste relații, obținem 


AM + MB = AM + MQ < AQ = AC + CQ = AC + CB, 


deci C este punctul care minimizează suma AM + MB pentru M € m. Determinăm 
punctul C. In prealabil aflăm proiecția P a lui B pe planul 7, {P} = m N d, unde d 
este dreapta ce trece prin B şi are direcţia care este normală la 7, ñ = (2,1, —2), deci 
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P este soluţia sistemului: 


= —4/9 

2r +y—202+5=0 i 

Ps TETT = y = 7/9 
2 T — z = 22/9. 


Simetricul Q al lui B faţă de 7 este simetricul lui B faţă de punctul P. Se observă că P 
înjumătăţeşte segmentul BQ, deci coordonatele lui P sunt semisumele coordonatelor 
lui B şi Q. Atunci avem 


zp = (£B + xQ)/2 zo = 2xp — ta = —8/9 
Q: $ yv=(yB+yQ)/2 4 vo=2ypP-yB = 5/9 
zp = (zB +2Q)/2 zQ = 2zp — zg = 26/9. 


Punctul căutat C se află la intersecţia lui m cu dreapta AQ, unde A(2,—5,0), 


Q( 3, 3, 26), AQ = ( BA 50, 29) (3, 25, 13), deci 


z—2 _ y+5 — z—0 = y= —35/27 


13 —25 13 z = 52/27, 


gi a ru a 


35 


37 ) 
27? 272277 


SI 
N 


deci punctul M € 7 în care se atinge minimul distanţei AM +M B este C( 


V. a) Avem (Ñ, 5x10) = 3 =2(ă,b x 8, deci volumul cerut este 3. 

b) Cum a, d, C € Vz sunt trei vectori liberi necoplanari, rezultă că ei formează o 
bază. Matricea endomorfismului în această bază este (4 o :). Valorile proprii sunt 
{2,—1,—1}, iar vectorii proprii corespunzători, î(1, 1,1), (1,0, —1), (0,1, —1)Y. Deci 


> 


1+ J +k este vector propriu al endomorfismului şi T2014(7+ 3 +K) = 22014(73 j+ k). 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza, locală, anul II, profil mecanic, 2001-2002 
I. a) Avem Im f ne Y (x,y) = e siny. Cum oi D = 0, rezultă că Y este 
funcție armonică. 


7 ðY ` ƏY ,; w aai 
Fz) = = +i: a = e” cosy +i- e” siny, 
Oy Oa 
iar pentru y = 0, f'(x) = e > f(x) = e +C > f(2) = e7 +C. Din f(0)= 1, 
rezultă 1 + C = 1 => C = 0. Funcţia olomorfă căutată este f(z) = e”. 


b) Re f "* X(2,y) = p(z? +42). Notăm t(x, y) = z? +42. Atunci: 


ƏX ə, TE IRT 
= === t)2 = t)— = t)2 
Dai la S (a a Pa e (02, 
RX 3? X 
a2 > p" (t)4z? + p'(t)2, ga = p" (t)4y? + p'(6)2, 
de unde AX = 4(x? + y?)p” (t) + 4p'(6). Impunem AX = 0 şi obţinem 
mr t 1 
to't) +p (t)=0 86 a adie ac In p'(t) = —Imt+ In, C1 >0, 
p 


deci p'(t) = & > p(t) = Cı lnt + C2, C2 e R. Dacă 
X(x,y) = Cı ln(z? +y?) + C2,C1 > 0,C2 ER, 


atunci X este funcție armonică. Avem 


iar pentru y = 0, rezultă 


2 
f(x) z f(x) = 2C1 Inz + C3, C3 e R > f(z) = 2C: ln z + C3. 


z — A j B 
z2—1 z-=-1 z+1’ 
Obţinem A = 3, B = —4, deci fo) = 5 (A-A) 


II. a) Căutăm A, B e C astfel încât f(z) = 


ABEC. 


i) Dacă 0 < |z — 1| < 2, atunci 
|z—1|<2 
f(z) = 7 =) T = (3 area) = 
caza z—1)? z-1) n z—1\? | n 
=| h a H O R O H) = 


+] n 
pi E (Cai E p. 


l 
Pas 
a 
||== 
=> 
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ii) Dacă |z — 1| > 2, atunci 


afai 1 —1ı 1 1 |z—1|>2 
F(z) 2 (= e) 2 (= mia) 


— 1 2 2 
(2—1)2 (21507 ze 


iii) Dacă |z| < 1, atunci 


f(z) = 3 (= =) lsi 


=} [|(-1-z-2? H j= (1-2 +2 -24 (0-27 +...)] = 
= (—2— 222 — 224 220 — a) == ge 
Z 
b) h = J z dz. Mulțimea punctelor din planul complex asociate 
|z| =R>0 27 


relației |z| = R, formează cercul C((0, 0), R). Se disting trei cazuri: 
i) Re (0,1) = I = 0 (conform teoremei fundamentale Cauchy). 


1 1 
SR z z SE 
i) R> 13 h = 2ai |Rez (273 1) t Rez (pa) = ai 


2m 
Calculăm 12 = i ——— ~ dz. Facem schimbarea de variabilă ei? = z; rezultă: 
o 5+4sing 


1 1 I 
lzl=1 5 + 437 z lzj=1 222 + biz — 2 
Notăm g(2) = IRI: punctele singulare ale funcţiei g sunt z1 = 3 şi z2 = —2i. 


În interiorul cercului |z| = 1 este situat doar zi. Cum acesta este pol de ordinul 1, 
din teorema rezidurilor rezultă 


1 
h = 2miRez(g, z1) = 27i = —, 
(A 


IV. Rezolvăm problema Cauchy 
y” — 2y' + y = sin(t) + 4e™ + 2e, y(0) = 0, y' (0) = 2. 
Aplicăm transformarea Laplace ecuatiei diferenţiale. Obţinem 


Lly”) — 2Lly'] + Lly] = Llsin(t)] + 4L[e™] + 2£le?] o 


cz 1 , 4 2 
p2Cluy] — 2 — 2pLly] + Lly] = ETA EE Ir 
(p — 1)£ly] = 2+ za T F ] S 
2 1 4 2 
tu) = 


o (p=12  (p-1)}(pP +1)  (p+D(p=1P ` (p-1)} ` 
CA U = 
A(p) B(p) C(p) D(p) 
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Observăm că A(p) = L[2tet] şi D(p) = L[t?et]. Avem 


1 a b cp+d 
B(p) = = + ; 
e) (pi De p-1 (p-1? p+1 
de unde obținem a = —4, b= $, c= 4, d= 0, deci avem 
1 1 1 
B(p) =£ ze te! H z cost i 


Analog, pentru 


A 4 _ qa A B y 
CM > Gre- e pr pe p 


obţinem a = 1, 8 = —1, y = 2, deci C(p) = Let — et + 2tet]. Atunci 


1 1 1 
L[y] = L[2tet sa | te + cost- et — et + 2te' + tel), 
deci y = —3et+e-t+ 4 cost + Stef + tet. 
= — = = 
b) Rezolvăm problema Cauchy | e E A | z(0) = 1 


y=z-y y(0) = 1. 
Aplicând transformata. Lapalce sistemului de ecuaţii diferenţiale; obţinem 


l le] = —3£[z] — Liy] l pla] -1 = —3£lz] — Lly] 
> = 
Cl] = Cl] — Lly) pu] — 1 = Liz] — Lly] 
l (pla + L= Cl = mp 
Cl] + (p+ Deh] =1 Llu) = Pda. 


Prin urmare, 


p p+2-—2 1 1 —2t —2t 
[l (p+2)  (p+2)2 p+2  (p+2)2 e e] 
p+4 p+2+2 1 1 —2t —2t 
Liy] = = = +2 = 4 + de-i], 
bi (p+2)? (p+2? p+2 (p+2P e ui 


de unde rezultă x = e 2(1 — 2t), y = e7% (1 + 2t). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2002-2003 


I. a) Fie u(z,y) = e” cosy. Funcţia u este armonică deoarece are loc egalitatea 
a + îi = e” cosy — e” cosy = 0. Obţinem f'(2) = gu — i = e” cosy + ie” sin y; 
y = 0 implică f'(x) = e” > f(x) = e” +C, C € C. Substituim xz — z şi rezultă 


f(2) = e2 +C, Ce C. Egalitatea f(0) = 1 implică C = 0, deci f(z) = e”. 
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b) Notăm v(zx,y) 
armonică; rezultă 


p(t(z,y)), unde t(z,y) = 2 


Impunem funcţiei v să fie 


i 1 /y 2y , n 2 1 o" (t) —2t 
= |= +1 — =0 t)(t 1) = —2tp (t) o =. 
? Ozal atl] tgpr O0 HE1) e (t) J0 PHI 
Integrând în ambii membri ai egalităţii, avem 
pt) J 2t ; 2 
= dt > t)) = ln(tf + 1)+ m C1, C1 > 0> 
o dt = (g(t) = (+ DIC, Ci 


C. 1 
p'(t) = FE) : 1 = [owa = Cı l e” = plt) = Cı i arctg t+ C2, C2 ER. 


Rezultă deci v(x, y) = Ci: arctg (2) + C2. Atunci 


ðv v Ci- „y: Co 
LA pi — 
T= yt a > i T2 y2 


utso- sa 


Cılnz +03; x> z => f(z) = Cılnz +03, C3 EC. 


II. a) Folosind egalitățile e1/2 = X 


m Vz C; z = D 2”, e| < 1, rezultă 
n=0 n=0 
og œ 1/1 1 I 
—e1l/z_l_ — zi n sird | Lass TF 
f(2) = e la ` = m) (z: ) ! z G ' 2| ' n! je ) T 
1 J 1 1 | 1 1 l 1 1 | 
+ tatan pr +z titat ym e 


deci Jı = f(2)dz = 2ri - Rez (f,0) = 2ri(e — 1). 
|z[=R 
+00 


2 
b) b = —7 dr. Efectušm întâi schimbarea de variabilă z3 = y (deci 
xê +1 


+00 
dy 
2 : : 1 
3x“dz = dy) şi obţinem D = 3 I Fr 


Fie g(2) = z. Fie y = yr U [-R, R], R > 1 (vezi Fig. 3). 


Figura 3. 
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R 
Atunci | ata: = 2ri Rez (9,i) o i g(z)dz +] g(x)dz = 2mi Rez (g,i). 
y YR =R 
Pentru R — oo, egalitatea devine: pin gedz+ | g(a)da = 2ri Rez (g,i). 
—=>00 yR —00 
N 


=0 


ià 1 
Rezultă. J glx)dxz = miz deci I2 = $. 
i 


—00 


III. a) y”—2y' +y = et cos2t, y(0) = 1, y/(0) = 1. Aplicăm transformarea Laplace 
ecuaţiei şi notăm Y = £|y]; rezultă 


Lly”](p) — 2£ly'](p) + Llyl(p) = Llet cos 2t](p) $ 
o pY (p) — p — 1 — 2(pY (p) — 1) + Y (p) = Lleos2t](p — 1) o 
p—1 1 


e pY (p) = p-1)Y (p) =1+ — =, 
(p) a- (p — 1)Y (p) Za 
deci 
a _ A+B=1 
yos - dinu ANNIE MINE LA Mm iai EC) (NNE N, e RE, 
(p-1)(p-2p+5) p-1 p'-2p+5 BA+B-C=6, 


şi deci A = 5/4, B = —1/4,0 = 0. Rezultă 
5 1 1 p-1 5 


1 
= — a t) = — tet 2t. 
I-i ipep Aa pe AR 


Y(p) 


t 
b) Rezolvăm ecuaţia z(t) + x'(t)— 2 | z(s)sin(t — s)ds = cost + sht, cu condiţia 
0 


t 
z(0) = 1. Deoarece J z(s)sin(t — s)ds = z(t) * sin t, ecuația se rescrie 
0 
L(t) + x' (t) — 2x(t) x sint = cost + sht. 
Aplicăm transformarea Laplace ecuaţiei şi notăm X = L|x]; obţinem: 
Llæ(t)] (p) + Liz (0l(p) — 2£lz(0](p) - Zlsint](p) = £leost] + £[sht] o 
1 p 1 p A B 


man | 
p2+1 p+1 ` p-—1 


X(p) + pX(p) — 1 —2X(p) 


A-B=0 
z(t) = jet + jet = cht. 


IV. a) Pentru n > 1, calculăm 


unde | A+B=1 => A = B =, şi deci X(p) = (+t) prin urmare 


i ez(atin) 


1f | iT sap 
ap, + ibn Da f e2 | e" dr Eu f ež tin) dg SE T 
T T T atn | T 
1 z(a+in) pai el) 1 ma n —ra n 
=— = = 1 1 
r(a + în) (e e r(a + in) Cl 0 a n 
NR! et e Te (—1)” (a — în) sh(ra) - 2 


.2 = 


T a+in 2 r(a2 +n?) i 
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— Co) aaa) bn = (—1)"-n-sh(ra)- 


? 2 
de unde rezultă a, = . Pentru n = 0, avem 


r(a2+n2) n(a2+n2) 
1 T 1 az 1 2. h 
= f erdem 1E] T = E (e core) = EO, 
T Jr mal —r ra za 


Rezultă că dezvolarea în serie Fourier trigonometrică pentru funcţia cerută este: 


(—1)°+! . n . sh(ma)-2 
T(a? +n?) 


cos(nx) +4 sin(nz) |. 


f(z) = La = -a- sh(ra) -2 


ma 3 m(a2 +n?) 


4 1 — acos ; 
b) Pentru n > 1, calculăm an + ibn = if ei z` €"7ds. Notând 
„L—2acosz+a 


ei = z şi folosind egalităţile obţinem 


an + ibn = F lea aal J (2z -az -a)i 
” "Oom lzj=1 1 — 20271 +a? iz 2im Jia —02? + z(a? +1)— a 


; _ (2z—az?—a)z” 7! , , | ; z . 1 5 
Fie g(2) = ara; funcţia g are două puncte singulare z = a şi 22 = ş, poli 


de ordinul I. Dar, deoarece condiția iniţială cere |a| < 1, rezultă că doar zı este în 
interiorul drumului |z| = 1 şi J g(2)dz = 2ri - Rez (g,a). Dar 
(2z — az? —a)z™! Qa-a5—aan 


Rez (aj = ii a) —a(2 — a) (z — 1) p 1-a? 


Rezultă an + ibn = z 2ri -a = a”, şi deci an = a”, bn = 0, n > 1. Pentru n = 0, 
T 


1 — acosz N ; : 
avem ap = zdz. Notând e“ = z, obţinem 
m 1 — 2cosx +a 


—T 


J l-ai dz 1 f —a22 +2z — a F 
Gn = = Z. 
y T Jjz|ļ=1 1— 2aŽ H +a? iz 2ir |z|=1 [— az? + z(a? + 1) = a] =% 


Notăm g(2) = e: pentru g, z1 = a si z2 = L, z3 = 0 sunt poli de 


ordinul I şi cum g : |z| = 1, rezultă 


J A g(z)dz = 2ri ( Rez (g,a) + Rez (g,0)). 


Cele douä reziduuri din membrul drept sunt 


—a22 +2z—a —a” —a 
R a li — = ii 
ez (g,a) piy eE (2-12 (1-a?)a i 
2 
z= pi DE = 
raui- az“ + 22 a za E 1, 
z—0 a(z a) (z 1) Z a 


deci ao = 31;2ri:2 = 2. Prin urmare dezvoltarea cerută este f(x) = 1+ > a” cos na. 
n>1 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2003-2004 


I. Vezi subiectul I.1 de la profil mecanic, faza locală, 2004-2005. 
II. Folosind egalitatea cosz = E, ecuaţia se rescrie: cosz = 5 şi deci 
eiz + e-î2 = 10. Notând e = o, obținem a + Ł — 10 = 0 a € {5 + 2v6}. 
Distingem cazurile: 

i) eiz = 5 + 2V6 = iz = Ln(5 + 2v6) = 5 + 2v6 + i(0 + 2kr),k € Z, deci 
z = ŽH2V6 4 2kr = 2kr — i(5 + 2V6), k € Z. 

ii) e7 = 5 — 2V6 => iz = Ln(5 — 2V6) = 5 — 2V6 + i(0 + 2kr),k € Z, deci 
z = 2kr — i(5 — 2V6), k € Z. 


sin Z 
II. / = ] ————= dz. Ecuatia carteziană a domeniului de integrare 
22(22 + 1) 
4x2 +9y2=36 
2 
se rescrie: 4g? + 9y? = 36 => z + #4 = 1, deci se integrează pe o elipsă. Fie 
— sinz ; o sinz a sin z | 1 _ | _ 
(2) = ag Avem lim (241) tim ( > ) AI) 7 00, deci z1 = 0 
este pol de ordinul 1 pentru funcţia g; z2 = i şi z3 = —i sunt de asemenea poli 


de ordinul 1. Atunci I = 2ri(Rez (g,0) + Rez (g,i) + Rez (g,—i)). Calculăm 
reziduurile: 


sin z sin z sin î 
Rez (g,0) = lim —5;—— = 1, Rez (g,1) = lim = T 
(g ) (g ) z=>i z(22 j i) (—1) -2i 


tetdi. i _ sin(—i) _ sini 


4$ . $ . -1 _ 1 
I = 2ri e ace p cae = 2ri — 2r sin i = 27 fiare mi =Ti[|2+ ——e]. 
2i 2i 2i e 


f(2) = = = —2A + 3B =1, 


1 1 A P B A+B=0 
z2?+z-6 (z+3)\(z-2) z+3 z-2 


deci A = —4,B z E, şi deci f(z) = ł (253 — 5) Distingem următoarele cazuri: 


i) |z| < 2. Au loc dezvoltările în serie: 


E OOA 


o=] D >) | = So are e a). 
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ii) 2 < |z| < 3. Avem 


de unde rezultă f(z) = 1 p Za- ( ai) 


n= n= 


iii) Pentru |z| > 3, avem 


iv) Pentru |z — 2| < 1, avem 


1 1 1 1 Š -2\” 
z+3 z-24+45 _/z-2 po (53 ) 
5( +1) = 


deci fe) = 3 | ta = Sos]. 


n=0 
Feo dz 
V.J= J CETS a > b >0. Construim drumul y = yRUl-R, R] 
ze 4 
(vezi Fig. 3). Fie g(2) = „ Avem 


(22 + a2)2(22 + b?) 
J, 9(2)dz =2ri.; X Rez (9, ax) 


k=l 
J, g(2)dz = J, a(z)dz + [n g(a)da 


iar pentru R — oo obţinem SZ g(x) da = 2ri( Rez (g, ia) + Rez (g, ib)). Dar z = ia 
este pol de ordinul 2 pentru g, deci 


1 A 
pi 40 _ 
Rez (ia) = lin, (ei Capa) 
i —2 2z 
= lim - _ 2 
z=>ia E + ia)5(22 +b?) (z+ia)2(22+ zl 
—2 2ia b? — 3a? 


(ija3-8. (02 — a?) 4(1)a?. (b2 — a2)? — Fia? (b? — a2)?” 


De asemenea z = ib este pol de ordinul întâi pentru g, deci 


. . 1 paea 1 
Rez (9,10) = i CIF) T P 2 
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b? — 3a2 1 m(b3 — 3a2b + 205) 
tă J=?2ri z 
aN i (e ar aaa z5) Jaba? — b2)? 
ZE ingx 
VI. ün + ibn = I ale Notând ei? = Z, obţinem 


0 


Lib I z” dz 1 f a" d 
an + ibn = l= 2, 
ii ” za 1 = pa +a?iz  î Jjaj=i —a22+2z(02+1)—a 


Fie g(2) = apara 
g (poli de ordin 1). Pentru a € R, |a| Æ 1, distingem cazurile 


. Atunci z1 = a şi z2 = 1 sunt puncte singulare ale funcţiei 


i) Dacă |a| < 1, atunci |21| = |a| < 1, |z2| = |4| > 1 şi deci putem evalua integrala 
E g(2)dz = 2mi Rez (g,a) unde Rez (g,a) = lim E PRI EE T deci 
an + ibn = 12mi Eo = 270 Rezultă a, = Pra, bn = 0. 
ii) Dacă |a] > 1, atunci |a] = la] > Llz] = || < 1 şi deci evaluăm 
integrala J g(2)dz = 2ri Rez (g, 1/a). Dar 
|z|=1 
zh 1 1 
Rez (9,1) = li E PNI. a SE | 
ez (9) pari —2az +a? +1 —2+a?+1 a”(a?-—1) 
deci an + ibn = 12mi FET = TET > ün = TED bn =0. 
= —y+ sint z(0) = 0 
VII. Rezolvăm sistemul A cu condiţiile iniţiale 
y =2z—y y(0) =0. 


Metoda 1. Din prima ecuaţie, obţinem y = x + 2sint — a”. Înlocuind în a doua 
ecuaţie, rezultă x’ + 2 cost — r” = 2g — z — 2sint +x’ & r” +a —2sint-— 2cost =0. 
Rezolvăm ecuaţia omogenă xz” +x = 0. Polinomul caracteristic r? + 1 = 0 are 
rădăcinile r € {+i}, deci quasipolinoamele asociate sunt p+(t) = cost, pa(t) = sint. 

Căutăm o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene de forma: xo(t) = C1 (t) cost + 
C'ı(t) cost + C'a(t)sint = 0 
Cə(t)sint. Din sistemul , rezultă 
—C"ı(t) cost + C'a(t) sint = 2sin t + 2 cost 


O'a(t) = sin 2t + cos 2t + 1, deci Ca(t) = — 952 + sin2t 4t, 


Înlocuind în prima ecuaţie, avem: C"; (t) cost + 2sin? t + 2 cos? tsint = 0, deci 


sin 2t cos 2t 
C'(t) = —2sin?t + 2sintcost = cos 2t — 1 — sin 2t > C1 (t) = 3 H > 
Prin urmare, soluţia particulară, este 
sin 2t cost cos2tcost  sin2tsint  cos2tsint r 
zo(t) > post 7 + 7 7 + tsin t = 


sin 2t i A cos 2t 
7 (cost + sin t) — t(cos t — sin t) + ; 


(cost — sint). 
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Soluţia generală a ecuaţiei neomogene este 


sin 2t cos 2t 


x(t) = Cı cost + Casint + (cost + sint) — t(cost — sin t) 4 3 (cost — sint). 


Condiţia z(0) = 0 implică C1 + 4 = 0 > C1 = —4, şi folosind prima ecuaţie, avem 
y(0) = 0 = 2(0)=0>03+1-1-1=0>C=1. În concluzie 


cos 2t 


1 sin 2t 
z(t) = E (sin t — cos t) 4 = (cost + sint) — t(cost — sint) + (cost — sint). 


Din prima, ecuaţie se obţine uşor y(t). 
Metoda 2. Aplicând transformarea Laplace sistemului şi notând X = [a], 
Y = £|y], obţinem: 


pă =X-YV + ia E (p-1)X +Y = 5 
pY =2X -Y —2X + (p+ 1)Y = 0. 


Discriminantul acestui sistem liniar în necunoscutele X,Y, este A = p? +1 Æ 0. 


Sistemul este compatibil determinat, cu soluţiile: X = a şi Y = TD: Pentru 
determinarea lui z(t), notăm gi(p) = eei, e”t; se observă că p = +i sunt poli de 


ordinul 2, şi avem 


E) 


a [UPI pu (+ (p+ te?) (p +i)? — (p+ De?! -2(p+i) 
Rez (g1,î) im (ete ) 2 lim pri 


p>i 


deci Rez (g1, i) = Men, Analog, Rez (g1, —i) = E a A deci 
it _ cit it | o—it it _ cit 
m o RE D TE E T E T 
2i 2i 2i 
Pentru determinarea lui y(t), notăm g2(p) = zei. Se observă că p = +i sunt 
poli de ordinul 2 pentru go, deci 
pt ptt +1 2 __„Pt., 2 3 i 
Rez (g2,i) = 4 lim (i) sdm O - BEU E i A 
poi \ (p? +1) p>i (p+ i) 


şi Rez (g2, —i) = e7#(—t +i). Atunci 
y(t) = —t(e* + e—*) — i(eit — e—*) = —2t cost + 2 sint. 


Observaţie. Problema se poate rezolva şi folosind matricea exponențială. 


VIII. F(p) = Pia Discriminantul polinomului p? +2p+a este A = 4(1— a). 


Distingem trei cazuri: 
i) Dacă 1— a < 0, deci a > 1, atunci p? + 2p +a = 0 & p € {1 + ila — 1)}. 


Obtinem F(p) = acea deci funcţia original este e™* cos (Va — 1t). 


ii) Dacă 1 — a = 0, deci a = 1, atunci F(p) = Pie = pa 
t 


este e. 


iar funcția original 
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iii) Dacă 1-a > 0, atunci p +2p+a =0 & p€ {p2} = {-1+vl1-a}. 
; A+B=1 
Z p+1 — A B E SI 
Atunci F(p) = aa a) EN unde | sii osia od o A=B= 


Rezultă F(p) = TET + Ior Prin urmare funcţia original este 


1 1 1 
zP CA sent = ze t (e at | e Viza) = et. ch(VL= at). 


1 
3: 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2004-2005 


z 3 
1. Calouläm 7 = | 2- e7fidz, Tr={zEC]|ļz- i| = A}, RF R>0. 
T 


2z ; . 
Fie g(2) = 22 - e771; pentru g, singurul punct singular este z = —1, care este punct 
singular esenţial. Rez (g, —1) = c_. coeficient din dezvoltarea în serie Laurent a lui 
g în jurul lui z = —1. Se observă că avem 
2z 2(z+1—1) 2 2 
ezti =e -F1 =e zH = e-e z =e. 5S. 


22. ezf =(z+1-1)}?- e. 5 =e2[(2+1)2—2(2+1)+1]-$, 


unde 
a a2 C e RI 
A 1!(z+1) Biz) n! (z +1)” 
ai 2 OE a 02 a 
1!(z+1) 2!(z+1) n! (z +1)” 
deci 


B B 20. (A 2 f4 2 Me 
ci = (a ai iehi- —(g-6)e Sog 


Considerăm cercul |z — z| = R de centru (4, 0) şi rază R. Distingem cazurile: 
i) dacă R < 3, atunci T = 0; 

.. Y $ , r 4e? ý 

ii) dacă R > ł, atunci I = 2mi- Rez (g, —1) = 2ri — H&E = -38m e? 


0, -r <xr<0 f 
. Dezvoltarea în serie trigonometrică, 


II. Avem f(x) = 
T/2, O<T<T 


Fourier a funcției f este %2 + 5 an * cos(nx) + bn : sin(nz), unde 


n>1 
i fe 1 [Tr _ 1 sin(ns)|" 
an =i f Heosims)da= i f z cos (nz)dz = 3 E M 
ES 99 iu sd _ 1 cos(na)|” 1 nti 
bn = J f(x) sin (na) da = al = sin (na) da F ((—1) 1), 
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deci f(x) = 4 + 5 Sa (Cpt + 1) -sin (ng), Va € (—r, 7T). Seria se rescrie 


n>1 
1 
=7+ BE sa 2sin (n) + 3. z 0- sin (ng) | = 
n>0 n>1 
mat Fa sin (nx) 


a LN A i 
Din formula Parseval, a -+ > (a7 +82) = — f 2(a)dz, rezultă 
T 
n>1 =M 


8 4 n2 T 4 
n>l 
T? 1 1 1 z? i 
& a á . = T < 
8 4 2 (2n +1) m 4 lo 


1 T’? T T T 
e —+) — = =. 
8 d nr 4 SD aaa 4 8 8 


TII. Aplicăm transformarea Laplace ecuaţiei; notând £|z(t)](p) = X (p), obţinem: 


PX(p) -p -p+1-2(pX(p)-p-1)-pX(p) LPAR e a e 
S (P -2p -p+2): X (p) -pP +p+2= =. 
PHE 
Ei Pa 1 | 10 
deci X(p) = s-a + top) gF: Dar 
10 A B O DHE 
(p-1)\(p+1)(p-2)( +4) p-1 p+1 p-2' pP+4 
1 5 1 1 
e A=-1, B=3,0= D= Ey 
deci rezultà 
1 1 1 1 5 1 1 p 1 1 


X = 
Hez 3011 Br- ipii Irri 


—1 
şi prin urmare z(t) = i t + 5e + $ cos(2) + į sin(2t). 


E 1 
IV. Avem f f(x) cos (tx) dz = E 


sfo i 1 F> 1 
Fouri ri i rezultă == tz) dt = — ta )dt. 
ourier prin cosinus, rezultă f(x) = 2 Ji TE cos(ta) = |. TIB cos(ta) 
C 
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Fie drumul închis y = yr U |[-R, R], R > 1 (vezi Fig. 3). Fie g(2) = 


1 
. A . . . 1+2? l 
Aplicând teorema reziduurilor, obținem 


R 
| ata: = 2ri - Rez (9,i) e r g(z)dz + F g(x)dx = 2ri - Rez (g, i). 


+00 
Pentru R — oo, egalitatea devine pin af o 2)dz +] g(a)dz = 2ri Rez (g,i), si 


+00 

deoarece pin af o z)dz = 0 (lema lui Jordan), rezultă | g(x)dz = 2mi Rez (g,i). 
Dar z=i Pa pol de ordinul 1 pentru g, deci 5 

a l gz e77 1 n e e ui S ai 
ERMA RNET 20 ee J me 00 = Mizzi e 

+00 1 +00 1 , 
Dar J. e cos (tx) dz = Re (/. EE eta), deci avem 

1 r 1 a 
osr e p 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2004-2005 
I. a) Notăm u(z, y) = 


2 : 
ZF Atunci 
ðu y- r? ðu  —2ry 8u | Du 2z? —6ry? 2e(x? — 3y’) 


„Au = H 
dE 3H du yF DDP (paz) 
deci u este armonică. Obţinem succesiv 


2 2 
e Ci du — y- T sote 2zy r 
ot Oy (r? +y2) (£2 +y?) 
—1 1 1 
y =0 > f'(x) z2 f(z) zta fila) = 7 +0; ec. 


Condiţia f(1) = 1 implică 1 + Ca =1=  C1=0, deci f(z) = ż. 
b) Notăm u(x, y) = y(t), t(z,y) = ge, Impunem condiţia EA armonian 


2 2 2 
dă ðu x| —y ðu — sat 2 du 
funcţiei u. Avem 5, = p (0). z2 dy TP (t): 7, iar condiţia Au = Eru 2 + 3y — =0 
se rescrie 


2_,2\2 U EN 2 
A ED pp g0 


ept) HE pt) 00 ette 20 = 2 


2 
unde am notat t = 23 


eO dt = —2 f tdt e In(p'(6)) = -21n |t| +n C1, Ci > 0> 
p'(t) = $, C ER> fy (t)dt =C: f dt © 
S glt) =-%& +0, C2 ER 
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A i : A je iti Cu (22-92 z= z 
şi deci u(x, y) = —S++C2. Obtinem succesiv f’ (z) = su i3 = a iza: 
y=0> f'(z)=% > f(a)=—Sa + Ca, deci f(z) =- + Ca, Cs €C. 

II. a) Metoda 1. Aplicând transformarea Laplace şi notând £|z](p) = X(p), 
L[y](p) = Y (p), sistemul devine: 

i pY (p) +2X(p) - Y (p) =0 (p-1)Y(p)+2X(p)=0 

2 (pX (p) — 3) + PY (p) +1 = 2 — pa pY (p) + 2X(p) = e — pa: 

Scăzând a doua, ecuaţie din prima, rezultă: 
2 p 1 1 2 


-Y (p) =- + —— s Yp) =2— -^ 
(p) aT (p) 272 


deci y(t) = t? — 4 sin(2t). Din prima ecuaţie a sistemului iniţial, rezultă 
t)—y'(t 2 - 2t 
r(t) = DAU > Pai L sin(2t) + SE), 
Observaţie. Determinarea lui x(t) se putea face şi aflând X (p) şi apoi originalul trans- 
formatei Laplace. 


y +2r—-y=0 


20? + y" = 2t — cos(20) ` Inlocuind în a doua 


Metoda 2. Rezolvăm sistemul: | 
ecuaţie pe x extras din prima, avem: 
sin(2t) 

2 


2z =y- y' > 20 = y' —y => y' = 2t — cos(2t) > y = t’ PON 


Cum y(0) = 0, rezultă C1=0, deci y = t? — sin(a), Analog metodei 1, obținem 
z(î) = E32 — 1 sin(2t) + S62, 


t 
b) Rezolvăm ecuatia y(t) -f e" (t — u)p(u)du = cost. Aplicăm transformarea 
0 


t 
Laplace ecuaţiei integrale, făcând observaţia că J e~" (t — ujplu)du = é - t * p(t). 
0 


Obţinem 


Clelb))(p) — £le*- dtp) - LEN) = Leost (p) e E -Lep = a = 


A+C=1 
(p— 1)? Ap+ B C 
> Lilyt) (p) = = = i = 2A+B=-2 
Rezultă A = i, B= -2, C= t, deci 
4 p 2 1 1 1 4 2 1 
L t = pa A t4 2t 
lpt) p) EAI SEI t5p ae) z cost z sint + ze 


III. a) Calculăm integrala f (22 +22 + le dz. Fie g(2) = (22+22+1)eFT. 


|z|=2 
Se observă că z = 1 este punct singular esenţial pentru g. Folosind egalităţile 
eaaa 1 | 1 ÎN SIN. o Fo. 
121)  2(z-1) ` ni(2 — 1)” i 


22 +22 +1 = (2 — 1)? +42 = (z — 1)? +4(2—1)+4, 
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funcţia g se rescrie: 


2 | 1 1 
ste) > e) e 1-( e aG- Ne Ee) 


3Tri 
deci co = 4 + 4 +4 = L+6= 37 = g(2)dz = 2miRez(g, 1) = L 
|z|=2 


in(2 
SACL TT T 
5+3sing 
27 27 i2nz 
2 ? 
struim a, = J TORPE i şi observăm că an + ibn = f A Notând 
0 0 


27 
b) Notăm integrala definită căutată prin bn = f 
0 


l 5+ 3sin x 5+ 3sinz 
e” = z, rezultă, 


tib f Zn dz J 2z2n 4 
ün Wn = S a N a = n Ur 
laj=a 5 +32 iz jzj=a 10iz +32? — 3 


2iz 


Fie g(z) = T Pentru g, zi = -3 şi z2 = —3i sunt poli de ordinul 1. Dar 


za = 3 < 1 și lea] =3 > 1, deci | 


g(2)dz = 2ri : Rez (o -3). De asemenea, 
jzi=1 


obţinem: 


i i z2r (=) į2n—1 
Re >= | => = 
i (+ 5) "aa (+ `) 3 (2+4) (+3) Bi 327.8 
— z7)” 2m 
Bua n ün = 35 2 
Rezultă an +ibn = Ami = TGD, deci i Sia si | sin(2nz) da = 0. 
0 


321.8 MN, 5+ 3sin x 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2005-2006 


d 
L a) I= | pi = Fr(D), unde D = {z € C | |e] < R,0 < argz < 7) 
E 


(vezi Fig. 3). Fie g(2) = a. Funcţia are 3 puncte singulare (poli de ordinul 1): 


zı = —1, 2 = 1tiv3 şi 23 = 1=iv3, Dar Im(z3) = -%3 < 0, deci z3 ¢ Int(”). 


Pe de altă parte, |z1| = |z2| = 1. Distingem trei cazuri: i) 0 < R< 1 > I=0. 
ii) R = 1 > I = ri( Rez (g,—1) + Rez (g, 22)). Prin calcul direct obținem: 
(z+1) 1 


Re (0-1) = im, fre =g 


1 1 — —iy3-1 
Rez (g, z2) = lim (z — 22): = = , 
pa (z + 1)(2 — z2)(z — z3) 322 6 
z= 
2 


deci 7 = ŠU., iii) R > 1 3 2mi( Rez (g, —1) + Rez (g, z2)) = ZEA., 
da 
1+az5 


b) Calculăm j Construim y = [0, R] U yr U AO (vezi Fig. 4). 
0 
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Figura 4. 


Alegem R > 1 şi observăm că în interiorul lui y nu se află decât un un punct 
singular al funcţiei g(2) (vezi punctul a)) şi anume z2. Atunci 


1+8) 


so dz = 2mi Rez (g, 22) = 2ri ( 5 
x 


R 
Pe de altă parte, avem so dz = 1 g(x) da + | g9(2) dz +] g(2)dz. Pentru 
B 0 yR AO 


a calcula ] g(2) dz, parametrizăm AO, z = (R — p)- e2%i/3, p € [0, R] şi deci 
A0 


dz = =e” dp, de unde rezultă 


R r 
1 2ni 2ni dr 
dz = -.e3 dp=—e3 A 
Jo í J 1F(R- p emi S PS J DER 


Prin urmare, 


2 3 iv3 T d£ Tv3 maf dz __2mV3 
2 2 o l+ ě 3 6 o l+ 9 ` 


Și Zsinf, 0<t<2r 
II. Avem glu) - sin(ut) du = J; t=2r . Utilizând formula 
0 
0, t > 2r. 
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inversei transformării Fourier prin sinus, obţinem: 


27 on t A t r 
glu) = : 5 -sin i sin(ut) dt =f cos(a — ut) — costa + ut) i= 
o o 


2 
sin( — u) |? 27 i sin(£ — 2ru sin (£ + 2ru) _ 
=3 Iu i 1 4u 1+4u 


ză cos(27u)  cos(27u)) _ 16u- cos(27u) 
1 — 4u 1+ 4u 1 — 16u? 


sin( + ut) 
o tu 


Observație. Considerând formula transformării Fourier prin sinus sub forma 
ÊE) = af f(a)sin(£z) dz, atunci rezultatul este g(u) = TE 16u-cos(2ru) 
0 
III. x” — 2x' +x = e; z(0) = 0; z'(0) = 1. Aplicând ecuatiei date transformarea 
Laplace si notând: X (p) = [L(f)|(p ), rezultă 
1 1 p 
= X — 1 = 1+ —— = e 
G-I (p)(p — 1) bl pl 
1 p p 
o X(p)(p— 12 = 14 X (p) = ——=. 
(o W) = Digi 


Fie G(p) = GD -ePt; p = 1 este pol de ordinul 3 pentru G, deci 


1 1 1 
Rez (G, 1) = = lim (pe!) = (e + 2t) > z(t) = (e + 2t)e? 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2005-2006 


I. a) Im(f(2)) = arctg (2), f(1) =0. Notăm v(z,y) = arctg (2). Verificăm 


T 
armonicitatea funcţiei v. Obţinem succesiv: 


ðv _ y 92v _ 2y 
ðr O22+ y2 ðr? (x2? + y2)? 
=> > Av =0 
ðv r 9 2xy 
dy 292 dp (ar) 
deci v este armonică. Atunci f'(2) = 2u ! i2 = Pip Hi( prea z). Pentru y = 0 
obţinem f'(x) = + > f(x) = Ing +O, şi efectuând substituţia £ — z rezultă 


f(2) = Inz+ CC. Dar f(1)=0 & C =0, deci f(2) = Inz. 
b) Re(f(2)) = o (e +y >). Notăm u(x, y) = g (52) = ọ(t), unde am notat 


t(x, y) = =. Atunci 
ðu ; ðt > r? — y? du M r — y’ : SR, 2y? 
ge = pa a a a a rob 
ðu , ðt 7 2y 8u 4 2 2 
= t = t). iale] y 7 E 
d, p (t) T AOE r~ (a re: 
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Impunem condiţia ca u să fie armonică, şi obţinem 


4 — Ig2y2 4 4y? op 2 
Au =0 ego (2 -C SETO $ )=0 


r4 


(22 , 22 +9) 


e p" (t) A z P()=0opi)-tr2p()=0e 
pt) _ 2 tepi — SpE y- 
-I0 7 In(p'(t)) = —2lnt + ln C = In 2]>e (t) = 2 


deci p(t) =-Ẹ +D, C,DeR.. Dacă (t) 2 —9 + D, atunci nu putem construi f 
olomorfă cu Re (f(2) = p(t). Dacă y(t) = —9 + D, atunci 


2 2 


Obţinem f'(2) = 2u iQ = oeiy? i Pentru y = 0 avem f'(x) = & 


deci f(x) = -E + E, E € R. Substituind x — z rezultă f(z) = -Ẹ +E, z #0; 


zZ 


(-1)” , 0 pa 


1 
II. a) = I 22 sin C) dz. Fie g(2) = 2?sin (4); z = 0 punct singular 
| zZ 


Z , obţinem 
a (2n + 1)! 
În PRE a PR Ga 1 1 
“sin | = ] = = | aa 
deci c = -4 > Rez (9,0) = — 4. Din teorema reziduurilor rezultă 
I = 2ri - Rez (9,0) = -i = -Ẹ, 


+00 1 je je da f o, 
b) b = A (22 4 12006 d? = 2J (02712056: Fie g(2) = qapms; 


y = yR U |-R, R], R > 1, unde yr = {z € C | |z| = 1, Imz > 0) (vezi Fig. 3). 
Pe de-o parte, | i = 2ri - Rez (g, i). Dar are loc egalitatea 


f g(2)dz = I (dz + f ate) 


+00 
relaţie care pentru R — oo conduce la | aa: = ] g(x)dz, de unde rezultă 


y —00 
+oo 
ji g(x)dx = 2ri - Rez (g,i). Deoarece z = i este pol de ordinul 2006 pentru g, 


o 
avem 


Rez (g, i) = E lim o E (2005) -d 2006 - 2007 ----- 4010 
D?) = 3005! zi | (2 + i2006 = 3005! 24011. } 
i deci Ta = $ -2r aaa: EAEE = tare 
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t 
III. a) g” (t) + | e . p'(u)du = e”, p(0) = p'(0) = 0. Aplicând ecuatiei 
date transformarea Laplace, rezultă 


1 1 


le (lo) + LE” sooo) = op S P IO) + P: Le = 3: 


Notăm £|p(t)] = #(p) şi obţinem p(p? — 2p + 1) - (p) = 1, deci 


1 


PO) = pe 


(25) 


Fie G(p) = r: pentru G avem polii p = 0 (pol de ordinul 1) şi p = 1 (pol de 
ordinul 2), deci 


ie i 
Rez (g,0) = ia GIF = 
| eN’  tept.p-—ept ; 
Rez (g, 1) = Tim (=) = lim z = e(t- 1). 


Aplicând egalității (25) transformarea Laplace inversă, rezultă 


p(t) = Rez (9,0) + Rez (9,1) = g(t) =1+e(t—1). 
+00 Ş 
b) Folosind definiţia transformării Fourier, obţinem f(£) = J f(x) - ei$2dz; 
rezultă, . 
+oo +oo +00 
F£) af e`? etda -] e (iés) dy =] e- i-i- +E) de 
2 +00 s 2 +00 2 
=e% a e”! DY de = e vaf et dy = Vm- e7, 
; +oo z 
unde s-a folosit substituţia y = = şi egalitatea ] e”Y dy = yT. 


Observaţie. Dacă se foloseşte definiţia alternativă a transformării Fourier 


+00 
f(€) = +J f£); eis2 dz, rezultă fle) = e—62/2, 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2006-2007 


I. a) Derivând ecuaţia xy” — (x + z)y' +y =0, rezultă ry” — (x + 1)y” = 0. 
Notând y” = z, obtinem zz’ = (x + 1)z => z =1+ 1. Deci 


In |z| = z + In || + In Ci, C1 > 0 In |z| = In |ze*C1| > z = Cire”, 


i deci se obţine ecuaţia diferenţială y” = xe”C1, C1 e R. Integrând rezultă 
Ş k y 
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y = Ci | ze*da + C2 = Cie” (x + 1) + C2 
şi deci y= Cie” (x + 2) + Cə + C3, Cı > 0, C2, C3 ER. 


b) x?y” — 2y +y = lng, x > 0 este ecuaţie diferenţială de tip Euler, deci facem 
schimbarea de variabilă y(x) = z(ln x); obținem 


a? (z'an x): Le — z'(lnz)- Z) oz nay. deli z) = zz" (n x)—2z' (ln x)+z(ln x) = ln z. 
z£ z£ £ 


Notând lng = t, obținem 2z” (t) — 22'(t) + z(t) = t, ecuaţie diferenţială liniară cu 
coeficienţi constanţi de ordinul 2. Ecuația caracteristică asociată este: 
r?—2r+1=0% (r-1)} =0, 
deci rı = ro = 1 iar quasipolinoamele asociate sunt zı (t) = e 
Căutam în cele ce urmează o soluţie particulară de forma: zo(t) = 
Inlocuind, rezultă, sistemul liniar în necunoscutele C1’ (t) şi C2’ (t): 
O'(tet + O'a(t)tet = 0 
O'(tet + C'a(ttet(t + 1) =t. 
Prin scădere obţinem: Ca(t)ei = t = C2 (t) = te™*, deci 


Ca(t) = fe dt = —te™* + J e™ dt = —te™ — e™ = —e™* (t + 1). 


t si z(t) = tet. 
Ci (t)et + (95 (t)tet. 


Înlocuind în prima ecuaţie, rezultă C1’ (t)et + t? = 0 > C1’ (t) = —t?e™, deci 
C(t) = f Pe tdi =t e™ fae dt = Pe™ — fae dt = 


= pet tea f etate t + otet + det = e™ (t? + 2t +2). 


Prin urmare zo(t) = t? + 2t +2 — t? — t =t +2. Soluţia generală este 
z(t) = kie + katet +t+2, kı,2 € R, 
şi deci y(x) = kız + kəlng:z+lnz +2, hip €R. 


r’ = 2r + 2z P PS 
II. Sistemul 4 y’ = 2x — 2z se rescrie X' = AX, unde X = (4), A = (Ż 0 2), 
z’ = 2x — 2y i zii e 
Aflăm valoriile proprii ale matricei A. Ecuația caracteristică asociată este: 
2-A 0 2 
det(A — Ala) =| 2  —A 2| = (2 — A)(8 — à?) = 0 & à € {2, +2V2}. 
2 —2 À 


Aflăm vectorii proprii asociați fiecărei valori proprii: 


i) pentru A = 2, avem 


deci (a,b,c)t = b (1,1,0) £. 
—= 


vi 
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ii) pentru 2 = 2V2, avem 


2-2/2 0 2 a 0 (1 —V2)a+e=0 
| 2 —2V/2 2) ()-() [i V2b — c=0 
2 —2 —2V/2 c 0 a—b-—V2c=0 


deci (a,b,c) = b (V2 + 1,1,1)Ż. 
== 
v2 


iii) pentru àg = —2v2, avem 


(1+V/2a+c=0 


2+2V2 0 2 a 0 
| 2 2/2 2) :)-( a+V2b-—c=0 
2 = SEA £ A a—b+yV2e=0 
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a = (V2 + 1)b 
c=b, bER, 


a = (1 — V2)b 
c=b, bER, 


deci (a,b,c)? = b (1 — V2,1,1)?. Deci soluția generală a sistemului diferențial omogen 
a 


N. 
v3 
dat este: 
1 V2 +1 vV2-—1 
X =C” |1| +0 1 + Oze? 1 
0 1 1 


III. Fie y : R —> R, v(x, y) = y(x? — 92). 
a) v armonică d.n.d. Av = 0 2y i pa: =0. 


Notăm t(x, y) = z? — y? şi obtinem 


„ C1, C2, C3 E R. 


Az? p" (t) + 2p'(î) +4 p" (t) — 2p'(6) = 0 & p" (t) (4r? + 4y?) =0 > 
o" (t) =0 > p[i) = Ca > p(t) = Cit + C2, C12 E€ R > 


= v(x, y) = C.(z2 a y’) T C2, Cp ER. 


b) f(z) = ulz, y) + iv(z, y). Avem 
F(2) = =+ iza = —2yC1 + i2012. 


Pentru y = 0, obţinem 


2 
f'(a) = 2i0iz > f(x) 20, + Ca = 2401 + Ca. 


Înlocuind apoi x cu z, rezultă f(z) = 22401 + C2, C12 EC. 
c) Folosind teorema fundamentală Cauchy, obţinem 


2; A F 
f (z"iC1 + C2)sinz dz = f iC, sin zdz +] Cə = 
jeļj=1 |z|=1 


2 
2 |z|=1 


=o(T.fundam.Cauchy) 
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sin Z . . sinzi1 ; 

Pentru g(z) = ~; avem lim g(2) = lim ——— = œ, deci z = 0 este pol de 
Z z—0 z—0 zZz Z 

y Sap” 3 
ordinul 1. Prin urmare #7% = = a s = 4 — é +i t.. deci c- = 1 şi deci 
sin z 
J z dz = 1. Rezultatul este 0 + C2 = C2. 
lz]=1 2 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2006-2007 


I. a) Avem Re f(z) = e*(z cosy — ysiny). Se observă uşor că Re f este functie 
armonică, deci 


pg) = 002 „Aleea 


= e” (x cosy — ysiny + cos y) — ie?(—a sin y — sin y — y cos y). 


Pentru y = 0 obţinem f'(x) = e”(x + 1), deci f(x) = e” + Cı schimbând z — z 
rezultă f(z) = ze? + Cı. Dar f(0) = 0, deci C1 = 0 > f(2) = ze?. 
b) Ref = y (#). Ref trebuie sa fie armonică, deci A(Re f) = 0. Notând 


T 


t(x, y) = #, rezultă p” (t) o h p'(£) (22) +0" Œ) (4) =0. Această ecuaţie se rescrie 


T 


ui (3) 2t 
"E? +1) + 2tp'(6) = A mea 
OLEDAO =09 S -a 
Integrând în ambii membri obţinem ln(y'(t)) = —ln(t? + 1)ln 01, Cı > 0, deci 
p'(t) FH p(t) = Ci arctg t + C2, şi deci 
O(Ref) (Ref) —y ; a 
= = C. C. 
F(z) ðr 1 Oy 172 + y2 “ 172 2? 


iar pentru y = 0 obţinem f'(x) = —iC14 > f(x) = iCı In + C3; schimbând z > z 
rezultă f(z) = —iCi ln z + C3, Cus E C. 


— 1 — 1 _ A _ B __ 11 1 1 SE 
II. a) f(z) = az = GEA > z | a > as | Bai: Distingem 
următoarele cazuri: 


i) Dacă |z| < 2, atunci 


1 —1 _ t24 2 eo 
z—2 21-4) 2 4 2n 

1o 1 o1 1 z 2 si sua (—1)nzn ZI 
z+3  3(3+1) 3 3 9 gn 
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m M = i 1 If 2 N RN, 

ii) Dacă 2 < |z| < 3, atunci —— -5 t (1424 (2) t+ (2) = 
1 1 4 

şi (ı a | a s . Rezultă 


R a 39 
ii ca E ps a al T ai et E E a 
z) = I5 3 9 mata 3n Si 5 z 2 da Zn be E 


iii) Dacă |z| > 3, atunci 


Îl Ea ata 1o 1 EA a 
2-2 z 22` za UU z+3 z(1+28) z z zj) 
Rezultă 

1/1 3 | 9 (13 1,1 2 DI 
f(2) = G Pa at EH INDICE tet +n) 


1 


iv) Dacă |z — 2| > 1, atunci 23| < 1, iar iz = TI şi deci apare discuţia: 


A X , Z= 2)" (ami MO RI 
iv.1) Dacă 1 < |z — 2| < 5, atunci 23 = SERI =ż. 5 = şi deci 
n=0 
1 1 1 sf) 
Par: 252 ZI 
iv.2) Dacă |z — 2| > 5, atunci 
1o 1 o 1 3 (—1)m5n e (157 
z+3 (z-2) (14 23) z—2 ari (2 — 2)” eri (z — 2)n 
: deci Daia au 
şi deci f(z) = 5z-2 5 2 (2 = 2+1 
b) Ecuatia sin z = 2 se rescrie — = 2, deci e —e-î2 = 4i. Notând el = t, 
(A 


obţinem t — 1 = 4i, sau echivalent, t? — 4it — 1 = 0. Soluţiile ecuaţiei de gradul doi 
sunt t12 = î(2 + v3). Rezolvând ecuaţiile ei? = ti 2, obtinem 


z € {Z + 2kr — i(2 + v3) | keZ}. 


III. a) | = i mezi dz, R>0, R#1. Funcţia g(2) = 2507 are z = 1 
|z|=R 


punct singular esențial, iar e= =1+ EES +... ṣ4 AG TF + ..., deci 


ez =(z—-1+1)e7T = ((z— 1)? + (z1)? +3(z-— 1) + 1)je”T = 


sik- +e- ( | a 5i sta nai | se 
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deci cos = 4 +34 +4 +4 = 4 +4 +3 +1 = #, de unde rezultă Rez (9,1) = 3. 
Distingem cazurile: 


i) Dacă R < 1 atunci J, = 0 (teorema fundamentală Cauchy); 
ii) Dacă R > 1 atunci Jı = 2mi Rez (9,1) = 2ri- 3 = Bt, 


24 
i d 
b) h = ] E rai pentru a € R1(—1,0,1). Observăm că I> este pară, 
o L-—2acosz+a 
T d i 
deci I2 = 1 n I3 = Fa Notând e” = z obţinem 
-r L — 2acosx +a 


1, = J A S dz 
T |z|=1 1— 2a +a? 2i lzj=1 —az? + z(a? +1)— a` 


Fie g(z) = arpea Funcția g are doi poli zı = a, iar Rez (g,a) = o si 
1 


22 = îi; iar Rez (g, 1) = aa. Distingem cazurile: 


i) Dacă |a| < 1 atunci zı € Int(y) şi z2 E€ Eat(9), deci 
I = 4- 2mi Rez (9,0) = na. 


1—a2 
ii) Dacă |a| > 1 atunci z E€ Ext(y) şi 22 € Int(5), deci 


I = 4: 2mi Rez (9,1) = T7. 


a! — 4g — y = —36t 
y +2r— y= 2e ? 
Laplace şi obţinem 


IV. unde z(0) = 0, y(0) = 1. Aplicăm transformarea 


1 —36 
pX (p) -4X (p)-Y(p)= =a a (p-4)X -Y= 
© 
2 2 p-3 
Pa) ae ap) le) = (6 keie pe a 


Discriminantul sistemului liniar obţinut este 


—4 -1 


a=P3 „| =P-9P-1+2=p-5p+4+2=p-5p+6, 


iar minorii asociaţi necunoscutelor sunt;: 


i -| O |_ 000 +r a Pt e-e- 
"Sjees poa Pen > Tha pa] pr 
deci 
X(p) = Êz — 73607 + T2p -36 + p? — 3p? _ p? — 39? + 72p — 36 


A p2(p— 1)(p — 2)(p — 3) p (p-— 1)(p - 2)(p - 3) 
Realizăm descompunerea în fracții simple 
AB C D E 


X= + + 26 
p pP pl p-2 p-3 (28) 
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şi folosind expresia (26) a lui X rezultă succesiv 


p=0 > —36 = -6B > B = 6 

p=1> 1—39+'72—36=20=> —2=20=>C0C=-—l 

p=2 > 8—39. 4 +72.2- 36 = 4. (—1) D > —40 = -4D > D = 10 
p=3 > 27 — 39 : 9 + 72 . 3 — 36 = 18E > —144 = 18E > E = 8 


C D E 
p=-1 > 40 — 72 — 36 = -A + B + + => 
2 —3 —4 
1 10 895 
A=14 2 = 
> 8+6+3 3 r 


deci, aplicând relației (26) transformarea Laplace inversă, rezultă 
t 2 3t _ 895 t 2t 3t 
s(t) =A+B:t+0: E +D: e” +E. e = —— + 6t e + 10e” + Be”. 


Inlocuind g în prima ecuaţie a sistemului, rezultă y. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profilele mecanic şi electric, 2007-2008 


I. Folosind transformarea Laplace, obţinem 


ps: Y(p)+ 27 —3p-Y(p)+2Y(p) = Lla?e?](p) = Llz?](p — 1) = (= BE > 
> (pP? — 3p + 2) -Y (p) = E 


2, 1 Funcţia G1(p) = e”! are 


: Z 2 2 
deci Y (p) = ppa 7 77 GeT PD) ` 
polii pı = 1 (pol de ordinul 5) şi po = —2 (pol de ordinul 1), deci 


i 2 t 2 —2t 
Rez (G1, —2) = in, Deir . eP" — — 5 .e 


1 ([2ePtN(d 1 (4 42 R a 8 
Rez (G1, 1) = ~ lim (23) = —-e G a a > z) 


Funcţia G2(p) = GI - ePt are polii p = 1 (pol de ordinul 2) şi pọ = —2 (pol 


de ordinul 1), deci 


, 1 z e—2t 

Rez (G2, —2) = „im, TAn P = 
AO -a e Le regi: A 
Rez (G>, 1) = lim( >) =p ae Aa 
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deci 
241 
y(t) = Rez (G1,—2)+ Rez (G1,1) — yy |Rez (G2, —2) + Rez (G2,1)] = 
Bon a(t 2 972 , %6 
243 E 36 27 27 12-27 81-12)” 


Observaţie. Exerciţiul se poate rezolva şi folosind teoria de la ecuaţiile diferențiale de 
ordinul 2, cu coeficienţi constanţi, neomogene. 


4 —2 2 l 
II. Sistemul se rescrie Y’ = AY, A= | -5 7 —5];Y(0)= | 0 |. Rezolvăm 
—6 6 —4 —1 


ecuația caracteristică asociată matricii A; obţinem: det(A — AI3) = 0 & (2 — A). 


(3 — A) = 0, deci valorile proprii sunt A = 2 (ma, = 2) gi 2 = 3 (ma, = 1). Pentru 
a afla subspaţiile proprii asociate valorilor proprii, rezolvăm sistemele caracteristice: 
2 —2 2 a 0 
e pentru A = 2, avem |-5 5 —5 b] = |0 
—6 6 —6 c 0 
(a,b,c) = a(1,1,0) + c(0,1,1), a,c € R şi deci obținem doi vectori proprii liniar 
independenţi vı = (0,1, 1) şi v2 = (1,1,0); 


o b = a +c, deci 


1 —2 2 a 0 sidef) 
e pentru à = 3, avem | -5 4 —5 b] =|0| , deci 
-6 6 -7 c 0 5a +2b=0 


a 
(a,b,c) = z2 5,—6), a € R, deci obţinem un vector propriu liniar independent, 


vs = (2,—5,—6). Soluţia generală a sistemului este 


0 1 2 
Y (x)= C1- e” |1] +02- |1] +0. | -—5], 
1 0 —6 
soluţie care se rescrie 
0 e?7 2652 
Y(t) = Ci e2 | + Co e2 | + C3 — 5e? „ Cu, C2,C3 E R. (27) 
2x 0 —Gest 
1 C2 + 2C3 = 1 Cs =0 
Impunând condiţia iniţială Y (0) = | 0 f| rezultă < Cı + C2- 5C3 = 0 C2=1 
—1 Cı — 6C3 = —1 Cı = —1 
e27 
care, prin inlocuire în (27), conduc la soluţia Y (x) = 0 
— e?r 


Observație. Sistemul se poate rezolva şi folosind transformarea Laplace. 


III. Notăm v(x, y) = Im (f(z)) = ln(x? + 92) +x — 2y. Verificăm armonicitatea 
funcției v; obţinem: 
ðv 2x ðv 2y _02u Uy- r?) uv 2r? -— y?) 


= H T; = 7 = Vi isa b] 
Or x? +y? Oy r? +y? ðx? (x? +y?) 3y? (1? +y?) 
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rezultă Av = 0 deci v armonică. Atunci 
Ov ðv 2y 
'(2) = — = 2+i 

F) TAT r? + y? Eor 
Pentru y = 0 avem f'(x) = i(2 +1), deci f(x) = 2i- Iln(z)+ ix +C, C €R. 
Substituind x — z, rezultă f(z) = 2i: In(z)+iz +C, Ce C. Determinăm constanta 
C: f(1+i)=—i -3+ 2i- In V2 > 2i-ln(1+i)+i—1+C = -—i-3+2i-ln v2. Dar 
In(1 +i) = m V2+i(2 +2kr), k € Z, deci obţinem 

2i- n V2— 3 — 4kr +i—1+C = -—i-— 3+ 2i- ln v2, 
de unde rezultă C = —2i — 2 + 3 + 4kr, k € Z, şi deci 
f(2) = 2i(lnz — 1) + iz- 5 +4kr, keZ. 


+1). 


27 

da E ; e. 

IV. 1= A ——————. Notând e” = z, se observă că 
o 4-—sin rr 


dz de 
I =| — 7 A >] iz = 
jel 4- Ep Jea C- art i) 


2iz 


] 4iz d 

= Z. 

jzj=a (—22 + 4iz + 1)(22 + 4iz — 1) 

= 4iz 

~ (—2z2+4iz+1)(z?+4iz—1 
—2? + 4iz +1 =0 4% zE {i(2+v3)}, 2? +4iz—-1=0 $ zE {i(+v3-— 2)}. 

Se observă că |z1| = 2—3 < 1; |z2] = 2++/3 > 1; Iza] = 2-4/3< 1; lza = 2+4/3 > 1; 

deci 21 şi z3 sunt poli de ordinul 1 în interiorul domeniului |z| = 1. Reziduurile funcţiei 

g în cei doi poli sunt: 


Căutăm singularităţile funcţiei g(2) j- Avem 


Rea ( is dia 4iz(z — z1) 4izı 1 
z (g,zı)= l - = - = 
22) = Dh TG ae z2)? + 4iz—1) (2-a)? + 4ina- l) MV3 
4iz(z — 23) 4iza 1 


pa (dat) i eriet eaea ee a 


deci 


1 1 ) m 2 T TV3 
—— + — | = 2ri = = = . 
4iV3  4iV3 4/3 v3 3 


I = 2ri( Rez (g, 21 )+ Rez (g, 22)) = 2ri ( 


V. t= z2-e7īdz, R>0,R Z 1. Fie g(2) = Z2.e31. Se observă că z = 1 
|z| =R 


este punct singular esenţial pentru g. Atunci Rez (g, 1) = co. = coeficientul lui -+ 


din dezvoltarea în serie Laurent a funcţiei g în jurul lui z = 1. Folosind dezvoltarea 
1 1 1 


i 
zT = 14 | pF 
g -I e- tae- 


obţinem 


2e = [(2 — 1 + 1)2je7* = [(2 — 102 +2(2— 1) + IJe” = 


2 
Seoul EE ia E ia aa tea) 
deci c- = şi f zi Ţț i =3 2= 7- 
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/ /] ÎN ao |x 
E 


Figura 5. 
Distingem două cazuri (vezi Fig. 5): 
i) Dacă R € (0,1), atunci J = 0 (teorema fundamentală a lui Cauchy); 


ii) Dacă R > 1, atunci J = 2ri Rez (g, 1) = 2ri - g = Hm, 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2008-2009 


I. Valorile proprii ale matricii A se obţin rezolvând ecuaţia caracteristică 
det (A — AI) =08—A(0+3)'=0oA€(-3,0). 


Atunci soluţia sistemului este de forma: 


a d a d 
Y =(m+ntei | b |lret| r | =(m+nte | b |+|r 
c s 
Punând condiţia Y’ = AY, rezultă n = 0, c = —a — b, r = s = d, deci fără a reduce 
generalitatea, pentru a = 1 obținem 
a d ae% +d 
Y=e | b +| d |=| be-st+d i (28) 
—a— b d (—a— b) +d 


Impunând conditia iniţială y(0) = (0, —1, 1)*, rezultă 


a+d=0 a=0 0 i 
b+d= -1 < b=-—1 Y =e% | —1 |= | -e 
1 est 


Metoda 2. Ca la metoda anterioară, aflăm o(A) = 10, —3). Pentru A = 0 (pu = 2), 
obţinem sistemul caracteristic 


—2 1 I a 0 —2a+b+c=0 a 1 
—2 1 b| = |0]e< a—2b+c=0 < b c|1],cER, 
1 —2 c 0 a+b—2c=0 1 
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deci alegem vı = (1,1, 1)î. Pentru à2 = 3 (u2 = 1), obţinem sistemul caracteristic 


1 1 1 a (0) a 1 0 
1 1 1 b = 0 a+b+c=0 b] =aļ| O |+b| 1 |,a,beR, 
1 1 1 c 0 c —1 —1 


deci alegem v2 şi v3 liniar independenţi, spre exemplu v2 = (1,0, —1)*, v3 = (0,1, —1)*. 
Atunci 


1 1 0 
Y =ce* |1|+ae-*| 0 |+bet| 1 |, ca, bER. 
1 —1 —1 


În continuare se procedează ca în metoda anterioară. 
Metoda 3. Notând Y (t) = (x(t), y(t), z(0)), sistemul se rescrie 


xr =—2r+y+z z =—3r +k 

y =z- 2y+z >x ty +z =0>r+y+z=k>4 y =-—3y+k 

z =xr+y-—2z 2 = —3z +k. 
Rezolvăm ecuaţia diferenţială liniară z’ = —3x +k. Soluţia ecuaţiei omogene asociate 
x! = —3x este x = ae” %, iar o soluţie particulară xp = a(t)e-“! va satisface ecuaţia 


neomogenă doar dacă a(t)e-5t = k & a(t) = kest = (t) ke + m. Alegem m = 0, 
deci rp = § şi deci z=ae-5t+ §. Analog y=be st, z = ce% + §. 


Înlocuind în prima, ecuaţie, rezultă a +b + c = 0, şi deci notând d = E, avem 


Y(t) = (ae7% + d, be™% + d, (—a — b)e™’ + d), 


deci soluția (28). Rezolvarea continuă ca în metoda 1. 


II. b) Rezolvăm prin reducere la absurd. Presupunem că există o soluţie a ecuaţiei 
date, care admite un maxim interior pozitiv. Atunci există xo € (a,b), astfel încât 
y(zo) > 0; y’ (zo) = 0; y” (xo) < 0, deci pentru x = zo avem 


F: 


r(xo, y’ (xzo))y” (z0) + p(zo, y'(2z0)) - y’ (z0) = (£0, y'(£0))y (z0), 


şi deci r(xo, 0) : y” (x0) = q(z0, 0) - y(zo), deci 


r(xo,0) _ y(zo) 
o lo) S (29) 


Pe de altă parte, din ipoteză, q(x0,0) > 0; r(xo,0) > 0, deci 
r(zo, 0) 
do, 0) 


Din (29) si (30) rezultă contradicţia. Analog se tratează cazul minimului interior 
negativ. 


>ú. (30) 


III. Restrângând pătratele, ecuația cercului se rescrie 
T: £? +y? +2r=0 T :(z+1)} +y =1. Fie g(2) = Ze. 
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Rezultă că z = —1 este punct singular esenţial şi z = —1 se află în interiorul drumului 


T, deci f g(z)dz = 2ri - Rez (g,—1). Dar 
r 


2(z+1—1) 


g(2) = ez = (2+ 1 — 1e = = |(z +1)? — 2(z +1) + 1ļe?. e=" = 


2 2 -2 —2) -2)? 
= e2[(2 +1)? — 2(2+1)+1] LI a | ap l 


44mie? 
deci Rez (9,—1) = 2 (-8 — 8 — 2) = —e2. 22, Rezultă | g(e)dz =- I 
T 


2 


IV. a) Notăm X = Ref = y(t), t= ? tt, Pentru a putea obţine f olomorfă cu 
Ref = X dat, impunem condiţia de armonicitate: Ax = 2i + y = 0. Avem 


Oa ; r? — y? ox ; 2y 

=). ; = p'(t). Z, 

da Pip i Ji pi 

a j r — N? 2y? ox 4y? 2 

= t- + (t). : = o" (t) - ==— NE = 

sa 0 (TA) H0 i rO ra 
Deci 

2 232 2 24y? 

Arsi Ssp E tai teo a =08 t P Htp) 2=0 


= = = —2 > lIn (y'(t)) = —2lnt +n Cı > lng’ = ln ($) 


p t2 
C C 
p'(t) = 3 (6) == +0 
t t 
Rezultă X = — 45 + Cə. Avem 
j oX oX r? — y? 2xy 
iz) ata 7 3C1 
Os Oy app (era) 


C C 
f(z) = Ca: 53> f(e) = — +0 > f(z) =- + Gai Ci ER, GEC. 


A 3 E, 2 . ; 
b) Fie g(2) = (—G + 03) -sinz = ( “i + 39% C3 — 3% 03 + c3) - sin z. Deci 
2 = 0 este punct singular esenţial pentru g şi rezultă 


Ci c? Ci m a3 ză  z5 
a =( sa pu CNO aa ot pete 


deci Rez (9,0) = 3020; şi prin urmare J g(z)dz = 6riC? C3. 
|zl=R 
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V. Efectuăm schimbarea. de variabilă ei? = z şi obţinem 


T 1 1 dz =f z d 
= .— =- z 
la (34+ 4)” iz iJa (2? +6z +1)” 


Fie g(2) = To Atunci z1 = —3 + 2V2 şi z2 = —3 — 2V2 sunt poli de ordinul 
2 pentru g, dar doar zı se află în interiorul drumului |z| = 1. Avem 
2 f 3 
i 2 21 — 2 
Rez (g, 2) = lim |(2 z) = = ; 
(9,21) zoz [ 1) (z— a) (2 — l (z — za) 64y2 
: — 4, 3 _ E 

deci I = 3 - 2ri aA a 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2008-2009 


I. a) şi b) coincid cu subiectul IV punctul a) de la profilul electric. 


II. a) Funcţia f se rescrie: 


1 1 1 
= (z—1 3 ez = =] 3, Ï | | : 
PE (e) ( te- Me- de-i ) 
Atunci Rez (f,1)=4 =. 
b) sinz =i ee = ei? — ez = —2. Notăm e? = a > a — 1 —2 <4 


a? +2a — 1 = 0 şi obţinem A = 4+4= 8 > aa = 22422 = 4/2 — 1, az = -v2 — l; 
atunci e? = a = V2- 1 > iz = ln(v2 — 1) = In(vV2 — 1) + i- 2kr, k € Z, deci 
z = —iln(vV2 — 1) + 2kr, k € Z. Analog se tratează cazul ei? = ap. 


III. Efectuăm schimbarea de variabilă ei? = z; rezultă 


i i (1 — a2)2" dz 1-a? f zn d 
mS a z Z. 
|zļ=1 1 — 2a. ZH +a? iz i lea —a22 + z(a? +1)—a 


n 


z 
—az2+z(a2+1)-a? 


n 


Fie g(2) = 
cazurile: 


=i şi distingem 


Dacă a = 0, atunci g(2) = = z 


e pentru n > 1 > In = 0; 
e pentru n = 0 > g(2) = 1 > Rez (g,0) = 1 > Io = 4 - 2mi -1 = 2r. 


Dacă a Æ 0, atunci —a22 + z(a? + 1) — a = 0, deci z1 = 1 şi z2 = a sunt poli de 
ordinul 1. Distingem cazurile: 


1—a2 


e dacă |a| < 1, atunci z2 € Int(|z| = 1) > In = A - 2mi: Rez (g,a); dar 
Rez (g,a) = lim (z—a) e pă In = lea 2ri a o 2ra”; 
9» z—a a(z—a)(2— 2) 1-a? ” i 1 — a? i 
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e dacă |a| > 1, atunci z1 € Int(|z| = 1) > In = 


i 


1—a? 
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-2ri - Rez (g; 1/a); dar 


1 


în A r 1 zn 4 1 
Z =] = lim |z . = 
Si zi a a(z—a)(z-— 1) a(L-a) an(a2-—1) 
şi rezultă, In = (1 — a?) - 27 - TRTI = -2, 
e cazul |a| = 1 este exclus din ipoteză. 
, i , t +y=t e 
IV. Avem sistemul diferenţial tyl” Aplicăm transformarea Laplace 
sistemului şi notăm £|z(t)](p) = X (p), Lilyt) (p) = Y (p). Obtinem 
1 2+1 
pX) -1+YP) =z |x=" 
— 
1 = 
(0) pla) X(p) + pY (p) = — 
241 1 
Reducem Y (p) şi rezultă (p° — 1)X(p) = p + £ (P — 1)X(p)=p+1, 
Pp P 
deci X (p) BEI pa > z(t) = e!. Folosind prima ecuaţie a sistemului, deducem 


e +y =t=>y=t-— æ, deci soluţia este x(t) = e, y(t) 
Metoda 2. Sistemul se rescrie 
a! 0 ia) ( 
N. 


Gt du 


i -1 0 y 


X' 


a 


t 


=t—e 


| 


t 
1 


Soluția generală a sistemului omogen asociat Xo' = AXo este Xo(t) = e^t - k, k € R?. 


Pentru A obținem valorile proprii {4 


H1} şi baza diagonalizatoare (vw = ( 14), v2 = ( 


1 
1 


)). 


Deoarece CTAC = D, unde C = fv, v2] = e D D = 2 , rezultă 
A = CDC™! > At = C (Dt) C7}, deci 
1 1 é o0 1 —1 
— At — (eDt-1 — „1 = 
pic: Mii lia za J t a :( i] 
if +e” ete) _ /cht -sht 
2 (=é +e et+et] (l-sht cht)’ 
a kı 2 A — ch t — sh t r 
Pentru k = kz ) € R^, obţinem Xo = kı ( sht ) + k2 ( cht ); Acelaşi 


rezultat se obţine şi sub forma combinațiilor liniare, 


Xo = aeitu, + Bet = aet ( 4 ) + bet ( 


de unde obținem, pentru a = #5%2, 6 = Fitz 


1 
I 


), 


rezultatul de sus. 


Pentru a afla soluţia sistemului neomogen dat, aplicăm metoda variaţiei constan- 
telor. Înlocuind în sistem Xp(t) = e^ - k(t), obţinem e . k'(t) = b(t), deci 


ch t 
sh t 


sh t 
cht 


t 


k'(t) = e-4tb(t) = (e^)! - b(t) = ( i 


)| 


t- cht+ sht 
t- sht+ cht 


)- 


I 
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şi prin urmare 

_ {t -sht __ At __f[ ht -sht t-sht\_ /0 
moe ( t- cht ) AEE E a) ( t- cht ) z ( t ). 
Rezultă soluţia generală a sistemului, 


X(0 = Xa) + Xp) = în Si ia (ast + (2), 


x(t) = ha: cht— k2- sht 
deci X(t) = . Folosind condiţiile iniţiale, obţinem 
y(t) = —kı i ch t+ k2- sht+t 


z(0)=1 kı=1 z(t) = cht+ sht=et 
> => 
= —l k2 = —1 y(t) = —sht-— cht+t=t- e. 


Metoda 3. Eliminăm y din sistem. Derivăm prima ecuație şi scădem din ecuaţia 
rezultată ecuaţia a doua. Obţinem z” — x = 0. Ecuația caracteristică asociată 
r?—1 = 0 are rădăcinile (+1) cu quasipolinoamele asociate fe), deci soluţia acestei 
ecuaţii este x(t) = aet + bet. Înlocuind în a doua ecuaţie a sistemului, rezultă 
y' (t) = 1— (ae + be™) > y(t) = t— ae + bet. Condiţiile iniţiale z(0) = 1, 
y(0) = —1 conduc la sistemul liniar 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2009-2010 


I. Ecuația algebrică r3 + r? + 2r = 0 are soluţiile rı 0, r2 1, r3 =. 
de unde soluţia ecuaţiei omogene este y(x) = cı + c2 - e” + c3- e”, c1, C2,C3 E R. 
Pentru determinarea soluției particulare, folosim metoda variației constantelor, astfel 
căutăm soluţia yp(2) = cı (x) +c2(x)-e” +c3(x)-e77, unde funcţiile c;(x) se determină 
rezolvând sistemul 


252 Rezolvări - anul II 
Pe rând, rezultă. 


1 e= 1 prin părți 
c3(x) =3 ema e)ds =a mesa =n 


-6 1 e — 6 1 
= —— In(t + 1) = -(t- 1) = ln(e” + 1) — = (e7 — 1)? 
pra ey r e ee, 
1 1 
ca(x) = 3 I e`” ln(e” + 1), dz = 3 ] e *(In(e *+1)+ 1)dz = 


E sfe ln(e” + de + f ze” da = 


1 1 
= ze + 1 — e “In(e-* + 1))+ ze “(2 +1), 


ex— 1 l 1 
cı(2) =-} [w+ e)da > 3 Ha 


şi dezvoltând în serie Taylor în jurul lui t = 0 şi apoi integrând, obţinem 


c (x) = ! ; 5 Ea . e7 (0+1), 


n+ 1)? 


Soluţia ecuaţiei diferențiale este 


1 (= 1 
= z —2x z(n+1) —22 („2 _1)2 
y(z) = Cı + Coe” + Cse = ă e Fi (e? — 1)"+ 


se n + 1)? 
1 , i l= 6e? 
+32 +r+e — ln(e” +1)) + 13 ln(e” + 1). 


Impunând condiţiile Cauchy, se determină constantele C1, C2, C3. 


II. Notăm Re (f(2)) = u(z,y). Impunem condiţia ca funcţia u(z,y) să fie ar- 


monică. Dacă t = 7+, din armonicitate obţinem y” (t)t? + g” (t)2t = 0, de unde 


-C 
olt) = + Ca, Oa €R, 
22 
— 2 
FT ðu du _ Cu (2 — y) yC1 | 
ðr dp (pe O Oy) 
C -C 
Fe) = 5 fn) = — +03, C3 ER, 
z m 
C 
£ )= 2 + 0, Cız ER 
III. a) Folosind formula Euler, avem tg (z) = ri să A j = Notând e = t, 
ilei? — e—iz 
obţinem ecuaţia 8t? + 2 = 0 de unde t = +4. Rezolvând ecuaţiile ei? = +5, obţinem 


mulţimea. soluţiilor 


{Z +2kr+iln2| kez}u{ Z +2er+im]| keZ 


gi 
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b) Efectuăm substituţia e" = z. Integrala devine 


r=! (22 +1)? 
= Z 
2 lz]=1 22(—322 + 102 + 3) 


Notăm g(2) (a Pent 0 este pol de ordinul II 
m g(2) = : ntr z = rdin 
i, 220322 + 10iz + 3) pie cc, E udă 
22 = 3 şi 23 = 3i sunt poli de ordinul I. Folosind teorema reziduurilor, rezultă 
I = mi(Rez(9,0) + Rez(g, 3)). Dar Rez(g,0) = =%, şi Rez(g, 3) = %, deci 
„[—10 8 „—26 2r 
I=mri + — | = ti— = —. 
9 2 9 9 


IV. a) Dacă r < 1, atunci integrala se anulează (teorema fundamentală Cauchy). 
2 2 
ze 
Dacă r = 1, folosind teorema semireziduurilor, obţinem I = ri Rez (i 1). 
Pe 
Cum z = 1 este pol de ordin n + 1, rezultă că 


2. e? 1 sacii (0° 1): 
Rez pe 1) =l ime a ae e ne 
Z 


=T) n! z>1 n! 


m-i- (n?+n++1)-e 


Deci I = 7 . Dacă r > 1, atunci folosim teorema reziduurilor şi 
n! 
obţinem 
. 262 2mi(n2+n+ l)e 
I = 27 i Rez (i ) = zi . 
3 DE +oo 
b) Observăm că funcţia f(x) = ZENT este pară, deci | f(x)dx = | f(x) dz. 
x? + a2 0 2 —o 
Notăm Fi a 
1 o g i 1 * a 
Calculăm 
| 1 +oo x£- etz 1 | z. et? 
tiJ=3 | a Lu di N/A 5 Rez (Gia) 
Zk — poli 
Im (2) > 0 


Dacă a > 0, atunci 


I+iJ = niRez | 2 ai) = mi. lim 3 — = mi. Ê E n A pai al 
z2 + a2 z>ai z+ ai 2 2 


Dacă a = 0, atunci 


+00 iz iz ; 
I+i=3 | i O O ali atu I=0, J=2. 
2 z 2 


2J- £ 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2009-2010 


I. a) Impunem condiţia de armonicitate AF = 0. Obţinem F” (t)t + F'(t) = 0, de 
unde F(t) = 2c1ı Vt + ce, cico € R. Rezultă 


F(t(x,y)) = 2c14/ Y2? +Y? — z + c2, c&1,C2 E R. 


b) Prin calcul direct, obținem 


ra= du Ci | T 1) C1 y 
dr öy y [22 Fy- VT +y? y 2yr VP HY 


cı 


Pentru y = 0, avem f'(2) = IE (=) Cum x > 0 nu este posibil, rezultă 
z|—T 


x < 0, deci 


f(x) = VEA => f(z) =2V2c Vz + c3, cs ER. 


II. a) 2 = 2 este punct singular esenţial al funcţiei f, deci Rez(f,2) = ca 
(coeficientul seriei Laurent). Cum 


fe) =(0-2+28. (1+ z Jy te -a calde Coja +) z 


= |(z — 2) + 6(2 — 2)? + 12(z — 2) + 8]- 


1 1 1 1 
if + at a ta te) 


i 1 6 12 8 361 
rezulta c1 = Jj t 3 t zl +i = 3 
b) Rezolvare identică cu subiectul 3) a) de la profilul electric. 


t 
III. Obţinem I = l A a Pentru functia 
a2 421 2?(2? +1) 
25 4 
gs tgz _ sin z 
SA 22(22+ 1)  22(22+ 1)cosz’ 


punctele singulare sunt z = 0 (pol de ordinul I) şi soluţiile ecuaţiei cos z = 0. 


iz —i2 iz_ 
cos = 0 0 SP r=0>t=ti 


ei? =i > iz = Lni =i(}+2kr) ,k € R de unde z = 5 +2kr, k € Z (poli de ordinul 
I şi) z = 5 + 2km, k € Z (poli de ordinul I). Dar ne sunt necesare doar punctele 
singulare aflate în interiorul elipsei, deci 


= 2i. 


Dy oS tgz tgz 1 
I = 2mi(Rez(g,0)) = 27i e+ 250 z 2241 
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IV. Avem 


J Vii cost—a jp? 1 ] 22 — 2az +1 4 
= — At = 2. 
„ | — 2acosz + a? 2i Jjzj= zl-az2 + z(a? + 1) — a] 


z? — 2az +1 
z|—az? + z(a? + 1)—a 
z3 =a. Impunem condiţia a # 0. Cum |a| < 1, folosind teorema rezidurilor, avem 


Funcţia g(2) = are trei puncte singulare: 21 = 0,2 = 1 şi 


1 1 1 
J = —2ri (Rez(g,0) + Rez(g,a)) = n (- + ) =0. 
2i a å 


T T 


Dacă a = 0, atunci J = I cos zdz = sin x 


—T 


= 0. 


—T 


V. Folosim transformarea Laplace: 


Rezultă cà 
1 1 1 p 1 
L|z] = = + F ; 
H= 0e r oA P or 


de unde z = —t + Zet + ł cos t — = sint. Analog, L[y] = patit şi descompunând 
în fracţii simple, determinăm y. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2010-2011 


I. Metoda I. Determinăm valorile proprii ale matricei A. Din ecuaţia caracteristică. 
det(A—A13) = 0, rezultă valorile proprii (cu multiplicităţile algebrice aferente) A = 1, 
Ma(A:) = 2 şi A2 = —1, ma(A2) = 1. Vectorii proprii ce formează baze în cele două 
subspaţii proprii asociate acestor valori proprii sunt vi = (1,0, 1)î,v12 = (0,1,0); 
v21 = (—1,0, 1). Deci soluţia generală a sistemului diferenţial este 


Y = Ci e” (1,0, 1)* + Co ze“ (0, 10) + C3 e *(—1,0, 1), C1, C2,C3 E R. 


Metoda 2. Folosim transformarea Laplace. Astfel, 


Lya] = Lys] (0) = a 
Lya] = Luz] , unde y2(0)=b , a,b,cER. 
Llys] = Liy] y3(0) = e 


b 
p-1? 


pLlyi] — a = Llys] i Llys] = se 
=> 


Lin] = pre. 


Din ecuaţia a doua rezultă £[y2] = de unde y2 = be”. Obţinem 


pLlys] — c = Lly] 
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Rezultă deci y3 = S52 - e” + e7”, iar y, = Set + Socec. 
YI = 
Metoda 3. Sistemul diferenţial poate fi scris sub forma $ y2’ = y2 . Din ecuaţia 
Lă 
Y3 = yı 


a doua, rezultă, a = 1, deci ln y2 = z +ln C1 > y2 = C1 e”. Prima şi a treia ecuaţie 
conduc la y3” = y3 O y3” — y3 = 0. Ecuatia algebrică asociată r? — 1 = 0 are ca 
rădăcini rı = 1 şi ro = —1, de unde y3 = C2e” + C3e7”. Atunci 

yı = y3" = Coe? — Case”, C2, C3 E R. 


II. a) Derivăm ecuația în raport cu x. Obţinem 


2xy" + (2? +1)y” — 2y' — day! + 2y' = 22 & (£? + 1)y" = 21 S y" = — T 
z 


Integrând, obţinem y” = ln(x? + 1) + C1, Ci € R care conduce la 
yı = zln(z? + 1) — 2x + 2arctg x + Ciz +C, C2 ER, 
şi deci, în final, 


p“= l 


3 2 2 
y = ‘Ina? + 1) — E + 2e arctg æ + Cip + Ca: 2 + Ca. 


Verificând ecuaţia iniţială, rezultă C1 + C3 = 1, de unde C3 = 1 — C1. Prin urmare 


z? —1 3 


2 2 
ln(z? + 1) — SE + 2rarctg z +1 + Ci (3-1) +C- x. 


y= 2 2 


b) Ecuația z2y” + xy + Ay = 0 este de tip Euler. Folosind substituţia 
y(x) = z(ln z), obţinem z” (Inz) + Xz(ln x) = 0. Notând lng = t, obţinem ecuaţia 
diferenţială de ordinul 2, cu coeficienţi constanţi, liniară gi omogenă z” (t)+Az(t) = 0. 
Rezolvarea. ecuaţiei algebrice r? + A = 0 conduce la cazurile: A < 0, A = 0, À > 0. 
Examinăm aceste cazuri. 


Cazul I. A<0=r2=—A r12 = +y—À, deci 
z(t) = Cie 3 + Oac =, C1, C2 ER. 
Rezultă y(x) = Oizvo? + Car Vo? Cı,C2 € R. Impunând condiţiile iniţiale, 
obținem Ci = Co =0. 
Cazul II. A = 0 = r = 0, deci z(t) = Cı + Cat, C1,C2 e R de unde obţinem 
y(x) = Cı + Ca ln(x), C1, Ca e R. Impunând condiţiile iniţiale, rezultă Cı = C2 = 0. 
Cazul III. A > 0 > r? = —A > r12 = Fi), deci 


z(t) = Ci cos( VAt) + Ca sin(VAt), Ci, C2 € R, 


de unde obținem y(x) = Cı cos(VÀln z) + C2sin(VAln z), C1,C2 E€ R. Impunând 
condiţiile inițiale, rezultă sistemul 


Cı =0 C1 =0 
Cı cos( V'A) + C2 sin( VA) = 0 = Cə sin( Và) = 0. 
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Dacă A € {k?°r? |k € Z}, atunci C2 nu este neapărat nulă, deci soluţia astfel determi- 
nată nu este identic nulă pe intervalul (0,00). 
III. Avem I = f ci di, 
T:|2]2—2 Re z=0 (z a 1)? 
cercul de centru (1,0) şi rază 1. Fie f(z) = ee a Se observă că zọ = 1 este 
singurul punct singular şi este punct singular esenţial. Din teorema reziduurilor, 
rezultă I = 2ri - Rez (f, 1). Atunci 


dz. Drumul T : |z|? — 2Re z = 0 este 


_ (211 a E r3e 1)2 + 3(2 I) +I oe 
fe) = I zi GIP 


=e [e = 1) +3 + 3. A + — x (1 + MEES + IG I7 


si 


deci Rez (f,1) =e (4 +3 +3) = 5 şi I = 13ine. 


27 27 : 
IV. Fie 1, = I reoat] PR, AR | CONEA AT y E N Galai 
(0) 0 


13 — 12 cos x 13 — 12 cos x 
| PT cosg. e7? , încet ast | 
În + îdn = dz, n € N. Folosind substituţia e*” = z, obţinem 
o 13 — l2cosz 
| (22 + Ian 1 f 
In +iJn = - dz = = dz. 
pi ji, eE 622 6) E a 
2 Í n—1 
Funcţia g(z) = eini are: 1) două puncte singulare: za = 3,22 = ł, dacă 


n > 1; 2) trei puncte singulare z1 2, Z2 3, z3 = 0, dacă n = 0. 
Cazul 1) Dacă n > 1, atunci 


1 2 2 13. 72947 


Cazul 2) Dacă n = 0, atunci 


1 2 13 1 4 
Io + iJo = zi - 2rri [Re (s, 5) + Rez a:0)] = ( — ) 2 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2010-2011 


I. Funcţiile u(x, y) gi v(x, y) trebuie să fie armonice. Obţinem 


a ta TE 0E) (i 
p: z = F'(t). 4 =p (32 
s =a K +roZ, (33 
a =P (34 
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Dar Au = 0 şi Av = 0, deci suma expresiilor (33) şi (34) este nulă. Rezultă deci 
1 


2 
2 
zz F” (t) (5 + :) +F'(t)- 5 = 0 => F(E +1) + F(t) -2 =0. 


Integrând, rezultă In F'(t) = —ln(t? +1) +ln C1, Cu E R, deci 


C. 
P= = F(t) = Cu arctg t + C2, Co E R. 


Scăzănd din (31) expresia (32) înmulțită cu i, rezultă 


Oz Əy "Oa "y r? Fy? 


ðu ðu ðv 9 Cir? ( y 1 ) 
| () 5 
£ 


z2 


Dar ĝe — iQ = f'(2) şi ris = F(z), deci f'(2) -if'(2) = SE (—% =i) 
Pentru y = 0, avem f'(£)(1— i) = C1 (4) > f'(x) = w = Ss, unde Ca = Şi. 
Atunci f(x) = C3Inz + C4, deci f(z) = C3Ln z + Ca. 


II. a) Avem f(z) = (z —3+3)5-e1/(2-5), deci 


de unde rezultă Rez (f,3) = 4 + 4+% += 58. 


b) Folosind formula lui Euler sinz = ee şi substituţia e“? = t, obţinem 
t? +4t— 1 = 0, de unde tı = =442V5 = —2 + v5 şi to = —2 — v5. De asemenea, 
eiz = —2+ y5 implică iz = Ln (—2+ v5) = ln |—2+v5|+i-kr, k € Z. Considerând 
ramura principală, rezultă z = —iln | — 2 + v5]. 


III. Ecuația 9z? + 25y? = 225 descrie o elipsă de ecuaţie a + £ = 1. Punctele 
singulare ale functiei f(z) = 20040) sunt 21 = 0, z2 = 2i, 23 = —2i. Folosind teorema 
reziduurilor, rezultă că I = 2ri( Rez (f,0) + Rez (f,2i) + Rez (f, —2i)). Cum toate 


punctele singulare sunt poli de ordinul 1, rezultă 


I zii fi sin 2 Îi aie sin 2 li sin 2 
Sem o pe pad | 252i 22 + 2i) 222i Z2(2 2i) 


„(1 sin(2i) sin(—2i) fi ee” 
=2 | =mil ip E], 
di G + Zi 16i maT 


27 : 
IV. Considerăm integrala Ją = 1 RU) ar. a > 0,b >0zenN. 
0 


— ia cos x 
27 eina , 
Calculând In + iJn, obtinem 1 —— ~ dz. Folosim substituţia e7 = z şi 
o  b—iacosa 
n 
Y 3 59 Z : _ z” . 
rezultă In + în = $ J 27 Ei ge Fie g(2) = zoiaz Ecuatia 
—iaz? +2zb— ia = 0 are discriminantul A = 4(a? + 02), şi rădăcinile z; = =bEvatb vath? 


şi z3 = Yatt y acie care sunt sunt puncte singulare ale lui g. Cum a > 0,b > 0, 
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rezultă că |z1| < 1 şi |z2| > 1, deci In + iJn = 2 -2ri - Rez (g,z1). Cum za este pol 
de ordinul I, avem 


—b+A/a2+b2 E 
i g” z7 w (—b + va? + b2)” 
Rez (g, z1) = lim — = — = = = i 
z=>z1 —ia(z — za) ia(zı — 22) ją. 2V2 in - an. 2a? + b2 
Atunci 
ii d ( etve 2r(—b + Va2 + 02)” 
nt dn =4r = 
in - an. 2V/a2 + b2 în - an. 2y a2 + b2 
ia TEN i 
2ni” (—b + Va? FB) 27 (cos 3 } isin 2) (—b + va? + b?) 
ar s/a? + b2 = anV/a2 + b2 
27 (cos n + sin Ne b+ va + b2)” 
= a” ya? F 0 i 
2r cos 1 (—b + va? + b?)” 
de unde Ip = : 


a” Va? + b2 
V. Metoda 1. Rezolvăm ecuaţia omogenă ataşată. Din ecuaţia algebrică, asociată 
r? + 4 = 0, rezultă rı = 2i şi ro = —2i, de unde soluţia ecuaţiei omogene este 
Yom = Cu : cos(2t) + Ca sin(2t), C1,C2 e R. Căutăm o soluţie particulară de forma 
Yp = C1 (t) cos(2t) + Ca(t) sin(2t) folosind metoda, variaţiei constantelor. Obţinem 
C1’ (t) cos(2t) + C2’ (t) sin(2t) = 0 
—2C1' (t) sin(2t) + 2C2' (t) cos(2t) = 4(cos(2t) — sin(2t)) 


sistem liniar care se rezolvă în raport cu C1,2(t) şi apoi se integrează 
C> (t) = 2 cos? (2t) — sin(4t) C(t) =t+ Snan tcos(t) 
= A , 
Cu (t) = 2sin? (2t) — sin(4t) Cu(t) = t ian 
de unde rezultă 


Yp = teos2t + tsin 2t + cos(4t) cos(2t)—sin(4t) <os(21)-+sin(44) sin(2t)-+cos(4t) sin(2t) 


= tcos 2t + tsin 2t + cos(4t— 2t) sin(2t —4t) = t cos 2t + tsin 2t + Sts 2t. 
Soluţia generală este y = Yom + Yp- Impunând condiţiile iniţiale, obţinem sistemul 
G+a=l l 
i 202 41+1=3 „de unde C1 = 5 şi C2 = Ì3. 


Metoda 2. Se foloseşte transformarea Laplace. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profilele electric şi mecanic, 2011-2012 


I. a) Impunem condiţia Ap = 0. Obţinem 9p”(t)(x2+y2)?2 = 0, de unde g” (t) = 0 
şi y(t) = at + b, a,b constante reale. 
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b) f'(2) = 2u — iĝu =a(3x? — 3y2) + 6aizy, de unde f'(x) = 3az?, şi deci rezultă 


T 
f(z) = az? + c, unde c este o constantă complexă. 


Mair ae e PE Sei Eu deci 
sinz  sin(z— r +r) sin(z — 7) 
z Z=T) +T 
— = l 7 ) TET = ce-a si ih cz n) es 
sin z (2—m) (1 aae Ar ) —7 
de unde c_ = —7 şi co = —1. 


b) Ecuația sin z = 0 are soluţiile z = kr, k € Z, dar în interiorul drumului cerut 
se află doar m. Cum anterior am obţinut dezvoltarea, în serie Laurent a funcţiei în 
jurul lui 7, rezultă că integrala este egală cu 2ri Rez (g, 7)=2nic_1=—2r2i. 


27 
III. Calculăm I = | (1 — cost)” e™”tdt. Făcând schimbarea de variabilă eit = z, 
0 


integrala devine 


2 TE 2 n n 
z“ +1 n dz 1 (22 — z* — 1) 1 ; s (—1) 

I = 1 zo z d -2mi(—1 : 
A ( 22 ) iz 2ni Ko 2 í 2ni a ( i Dn 


Integrala cerută este partea imaginară a lui Z, deci 0. 


IV. Obţinem, folosind fie metoda valorilor proprii, fie metoda transformării Laplace, 
y = 2sint — 2tcost şi x = tsint — t cost + sint. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2012-2013 


I. Apare discuţia după R. Dacă R < 1, integrala este 0 (Teorema, fundamentală 
Cauchy). Dacă R > 1, I = 2ri Rez (f,1). Cum z = 1 este punct singular esenţial, 
aflăm dezvoltarea, în serie Laurent a funcţiei în jurul acestui punct. Astfel, 


— 1+1 m mr 1 
— 1)2012 T-A — 1)2012 E E Ra 
(z — 1) cos (4 FE) (z — 1)%012 cos 4 4zi 


= e pna (us (3 1) -i (3 )) 


= V ia 1)2012 >» 1)? (1/4) ” 5 1)” ea (1/4) di i 


2 (2 1)n(2n)l Za Dn (2n + 1)! 


in2014,/7 
420132013! 


2013 
de unde Rez (f,1) = c-1 = a wz I=- 


II. a) Din condiția de armonicitate rezultă a = b. 
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b) Notăm cu t(x, y) = x?—y?. Impunând condiţia A Re f = 0, obţinem p”(t) = 0, 
de unde y(t) = At + B, A,B € R. Se obţine f(z) = aze? + Az2+ 0, C €C. Atunci 


1 f** r(cos2s +1) 
L Pai a 
i e z 1 f**  zcos2z 
1 7H 2267713 2 |. 2226235130 
III. Avem 
1 [E 2x—6+6 1 e? — be +13 
h= li dx = — lim ln | 4— 
me d _e T? — 6x +13 T= J ebo a(t) 
ai li ai e-—3 aiet —e—3 oră (£ ) 3T 
ud r —— ] — ar = H = . 
4 So | 78 (2 ea 4\2"2/ 4 
+00 xei? 
Pentru calculul integralei I2, considerăm integrala J = J ——— dr. Pentru 
Zœ T? -— 6x +13 
2iz 
f(2) = E punctele singulare sunt 32i, poli de ordinul 1. Cum doar 3+2i 


3+2i g; 
este în semiplanul superior şi Rez (f,3+2i) = A esia 
i 


, rezultă J = 5 (8+2i)e®" 4., 


1 
Dar I2 = 5 Re(J), deci Ia = TeT(3 cos6 — 2sin 6). 


IV. a) Valorile proprii sunt à} = à2 = 0, àg = 14, iar vectorii proprii core- 
spunzători acestora sunt vı = (3,0,2)%, v2 = (0,3,1)%, respectiv v3 = (2,1,—3)*. 
Soluţia generală, este 


yilt) = 3C + 2C3e!*, y2(t) = 302 + Celt, yz (t) = 201 + Co — 3Czel n, 


b) sin z = 5C1 + 403 = 10, de unde z € {ln(10 + 3VT1) + i(3 + 2kr) | k € Z}. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza localà, anul II, profil mecanic, 2012-2013 


I. A se vedea problema I de la profilul electric. 
II. a) Din condiția de armonicitate rezultă a = b. 


b) Obtinem f(z) = aze” + c, unde c este o constantă complexă. 


+00 +00 


xsin(5r) $ 


zeiă 
III. Se cere f dz. Calculăm J =] 


RE AE ERI dx. Pent 
Zœ X +2r? +1 Zœ XI +2r?+1 ii i 


zei 2 i 
PRE z = i este singurul punct singular aflat în semiplanul superior 
z z 


f(z) = 


, îi | zeisz N me? 
şi este pol de ordin doi. Avem Rez (f,î) = lim|——3] = . Integrala, 
z—i (z + i)? 8 


r2 


J = 2ri Rez (f, i), iar I = Im(J) = Jg 
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IV. Valorile proprii sunt A, = —2, A2 = 2, A3 = —1, iar vectorii proprii core- 
spunzători acestora sunt vı = (1,—1,0), v2 = (1,1,2), respectiv v3 = (—1,—1,1)*. 
Atunci soluţia, generală a sistemului este Y(t) = Cue-2tw1 + Ope?ivz + Oge tva. 


Impunând condiţiile iniţiale, se determină constantele C;, i = 1,3. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil electric, 2013-2014 


I. Ecuația 23 sin z = 0 are soluţiile z = kr, k € Z. În interiorul drumului |z| = 7 


se află, z = 0, care este pol de ordin 4, z = +r şi z = +27, care sunt poli de ordin 1. 
Avem i i 
z=T 
Rez (fr) = lim(z = li = 
(4,7) al =) z3sinz nd zonr sin(2 — T + T) 
-1j Zz=T 2 1 
TE art sin(z — 7) T3 
1 1 1 
Analog, Rez (f, =r) = —, Rez (f, 2r) = ——, iar Rez (f,—2r) = ——. Pentru 
| E T3 _ 8T? Pa 
aflarea reziduului în 0, aflăm dezvoltarea în serie Laurent a funcţiei în jurul lui O. 
Astfel : : : (ao + + a22? + azz? +...) 
; : = 3 = a aız + a2z azz ii) 
23 sin z z-z (1-4 +...) za (“0 1 2 3 
Obţinem ao = 1, as = 0, a2— $ = 0 > a = 4, a3- $ > as = 0, a,- Ẹ > au = A, 
etc. Deci Rez (f,0) = a3 = 0. Integrala este 0. 


II. a) Din AF = 0, rezultă a — b + (b? — a?) cos(ax) sh (by) = 0, V(z,y) € R?, de 
unde a = b. 


b) Cum u,v sunt funcţii armonice, 3u + 5v este tot o funcţie armonică, deci a = b. 
3 +5 = E 
Ox 


Derivând în raport cu z şi y, obţinem sistemul si i, E = 
33y +55 = Əy 
ae — fe = 2 
Folosind relaţiile Cauchy-Riemann, sistemul este echivalent cu și a 7 
32u + 53u — 9E 
Oy Oa Oy? 
du  39E+59E du 895 —59E 
de unde = — T oy = = 2 F 22 Atunci f'(z) = = — i”, iar 
g y g x 
6 5 3 = 10 
pentru y = 0, a = ax + oa COS AT i aT cos AT ax îi 
34 34 
az? ~ sinag , 
f(z)= F (3+ 5i) 4 34 (5 — 3i) +C. 
J . 
Deoarece f(0) = 0, rezultă f(z) = ac +5) + nn (5 = 3i). 


III. Calculăm 


o0 etka pikz eikz d T k 
Jk =f CE = 27ri Rez (pi) = 2mi lim (a) = e (k ! 1). 
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Atunci 


©  coska T 
Ik = — dr = = e *(k +1), k=Ī,n. 
k |. ETEA Re(Jx) ze (k+ 1), „n 


Lă 
Deci lim Dn +h +... = li rs -kk +1). D e _ (= 
eci im n 2+... n= lim 5 e . Dar a = ; 


k=1 k=0 Tag 
n+l + 
, = 2 n+1 1— 1 — gr” 2, 
sau, echivalent, > kr"! = Cadi K z ci A Inlocuind z = e”! şi 
-x 
k=1 
k 1 
A : A Sý __ 
punând n — o, obţinem dim 2 (k+1)= Te 


IV. Metoda cea mai uşoară de rezovare a sistemului este aplicarea transformării 
Laplace. Sistemul devine 


(p — 5)£le](p) + culte) = za 
P 
P 
(p — 3)£lyl(p) — Lle] (p) = ES 
de unde £ly](p) = BE ii a iar y(t) = zg (—75 cost — 40 sin t+ 7bett — 51te*) 


| (P? +1)(p- 4) 
şi 


1 
x(t) = y (t) — 3y(t) — cost = 3ag (195 sint — 104 cost + 24e“ — Site), 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2013-2014 


I. Integrala este 0. (a se vedea soluția problemei I, profil electric, faza locală, 
2013-2014). 


II. a) Din AF = 0, rezultă a = b. 


b) Cum u,v sunt funcţii armonice, 5u + 3v este tot o funcţie armonică, deci a = b. 
5du 4 38v — 3E 
Ox 


da a A . z ð 79 
Derivând în raport cu z şi y, obținem sistemul 7 i 
d 5du 139 — ƏF 
ðy Oy Oy? 


Folosind relaţiile Cauchy-Riemann, sistemul este echivalent cu 


Oy? 
OF 
3E E, 

de unde rezultă = dala dy M 53y = 3r Atunci f'(2) = CU a 

Oz 34 Oy 34 ` -ðr ðr’ 

1 2 

iar pentru y = 0, k f'() = s S f(a) = 6 + 36)) +C şi cum 

f(0) =0, avem f(z) = (65 + 3i). 


34 
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III. Calculăm 


o0 xett z2eiz 
J =| Edr = miRe | dă 
|. (22 — 6r + 13)2%% > “Ted (op i i) 


= 2i li Det N omitti aia T -2 (24i + 23)(cos3 + isin 3) 
=" mi lim (23422 = 2ri 33 e = g? i cos isin 3), 


—2 
de unde integrala cerută este Re(J) = Tz (23 cos 3 — 24sin 3). 


TV. A se vedea soluția problemei IV, profil electric, faza locală, 2013-2014. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza locală, anul II, profil mecanic, 2019-2020 


I. a) Discriminantul este A = b? — 4ac = (cos0 + isin 0)? (|a| — |e])?, deci 


—b-VA  [-(la| + lc|) + (la| — lc])]: lcos(8 — 8a) + ssin(8 — da) 


cd INI: > T 2Ja] 
Atunci zi = —|cos(0p — 0a) + isin(0 — 0a)] > lza] = 1. 
b) Folosind |b| = 2, arga = 0, argc = m, rezultă argb = 3. Atunci b = 2i şi 
1 
eT 


f(z) = 2 + 2iz — 1 = (z +i}? ṣi I = I ————— dz, cu punctele singulare 

lzvij=a 242 +i)? 
zı = 0, z2 = —i. Notând D = {z E€ C | |z + i| < 1}, avem: (i) 0 € Fr(D) este pol de 
ordinul 1; (ii) —i € D este punct esenţial. Rezultă I = ri Rez (f, 0) + 2ri Rez (f, —i). 
Dar Rez (f,0) = —e-! şi 


F ) 1 | Gt? | ee | G+i)6 + 1 
z = ! ! 
(z +i)? A 


O 1 l 1 i 1 l 1 
(ap "Tzi Azti a 


m aaa rea aaa Cea za îi e) 


pentru |z +i| < 1. Atunci 


iz gije. gie i 


1m3 t an t 37 
Prin urmare Rez (f,—i) = e7! — 1, iar I = mi(e™! — 2). 
II. Integrala se rescrie 
7 T cos(2nx) d +] sin(2na) 
= ———— H p ini a T = 
-r (5 + 3sin z)? -r (5 + 3sin z)? 
—— ama 


I Iz 
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Atunci, notând et? = z, rezultă, 
$ ) 


T eniz 4 
I ilo = dz = d 
e VA (5 + 3sinz)2 3) ALE) i 


g2n+1 


(322 + 10iz — 3) 


unde f(z) = 


z Atunci 


r i (—1)” +1. (8n +5) a(—1)” (8n +5) 
Ii +ih = —2- Rez (f, n 8r- 32n+2.4.64 32.32042 


În concluzie, avem Tı = Re(l +12) = TOP Ert5) 


şi Ip = 0, iar I = h +ib = h. 


TII. Egalitatea din enunţ se rescrie y U(x, y) = x- v(x, y). Derivând de două ori 
după x şi de două ori după y, obținem 


ðu u u ðv 92v 8v 
2e TY + = 2: z? ) . 


Dar f este olomorfă, deci u şi v sunt funcții armonice şi avem 


ðu ðv 


Au loc relațiile Cauchy-Riemann: 
ðu v 
Ta (*1) 
ðu Ov 
lar ES dul 2 
Oy Oz a 


ðu 
Oy 
Din (*1) obţinem ®'(x) = CR, deci 


Din (*) şi (*1) rezultă 0, deci u = C1 + (x), C1 E R şi deci v = Y(01+0(2)). 


rd (x) — (x) = Cı, 
care prin împartire la x? conduce la 


z®'(z)- (2) _ C (20) Ci l) -0 


H C2, 


z2 r? z x? z 


deci P(x) = —C1 + C2 - x, c2 E R şi u(x, y) = C2 - x, v(x, y) = C2 - y si f(z) = C2- z. 


IV. a) Avem (£[6(t)](p))” = C- Lto), deci (5)” = aF, de unde n = 9 şi 
Gai 
b) Aplicând transformarea Laplace ecuaţiei, obţinem 


Clio) =- pa AO + a 
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Notăm G(p) = zı t20. Atunci Rez (G,0) =t+2 şi Rez (G,1) = ¢ (t — 2). 


p(p— 1) 
Prin urmare — z = Lt +2 + e(t — 2)](p) si deci y = e(t — 3) +t + 2, t > 0. 


p?(p-— 1) 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil electric, 2002-2003 


1+az 


Pe (Ing)? a 
I. 1 = A z dx. Considerăm conturul y = yr U [-R, =r] U (—~7r) U [r, R], 
R>1,r < 1 (vezi Fig. 6). 


Figura 6. 


2 
Fie g(2) = Tos Pentru functia ln z (funcţie complexă multiformă) considerăm 


ramura ln z = ln |z| +i: argz, 0 < argz < 7, şi avem i 9(2) dz = 2mi Rez (g, i). Dar 
g 


[t= f soa H I. me glede- f soas f E aa 


m 


Trecând la limită (r —> 0, R —> 00) obţinem 


0 (inje|+ ir)? 


1 + 2 d 


2ri Rez (g,i) = lim g(z)dz + +] 


R=” IR =O: 


ce 2 
— lim 9(2) dz +] Ca) dx 
0 


BI dar se 


Din limiga = im ipa = 0, rezultă pin. f oaz=0, im | g(e)de=0, 


° (linjal + ir)? | [ez 
0 


deci egalitatea devine ] dx = 2ri Rez (g,i), care 


-» l+? 1 +z? 
se rescrie a $ (ns)? 
* (Ing + ir * (ing i $ 
f “isa dx + ji lr dx = 2ri Rez (g, i) (35) 
] 2 d 
Dar Rez (g,i) = lim(z — i): ea = = 7 , deci înlocuind membrul drept şi 
z=>i (z—i)(z +i) si 


dezvoltând pătratul în prima integrală, (35) devine 


% (Ing)? DA 1 f lng mă 
2 da — da + 2 da = — 
f Iei L-T s FF £ + 2T k Irr £ Fa 


Faza interuniversitară profil electric 2002-2003 267 
de unde rezultă 
* (Ing)? “~ 1 3 =] 
I dia dan | dz = 2 J a da = 
o 1+? o 1+? 4 o 1+? 


oo œ (] 2 3 3 
= u rezultă 2 | (di dz = Z z , deci 
9 2 o l+z 2 4 


2 l 
Cum f a = arctg x 


(ng)? —— r’ 
T 1+ 22 di 8 
1, O<z<AĂ 
III. a) Avem f Ir plaz= f dx = à € RÄ , deci 
T>A 
f e LI((0,+0),C) şi k f admite transformată Fourier prin cosinus. Analog se 


E şi aA funcția g. 


b) Transformatele Fourier directă şi inversă prin cosinus sunt date respectiv de 


formulele 
= EL f(z) cos(éx)dz, f(s) = pf Fe(£) cos(£x) d €, 


| toea = y2 f tata) | FE coser) de) aa 
= | FAIS ole) costez dz) at, 
Dar Ge( = V2 | se ) cos(x) dz, deci | g(x) cos(x) da = E deci in 


[e0] 


final mi f(a)g(z) eri Fe(£)Ge(€) de. 


c) Avem Fe( cos(x) da = pai) si Ge(€) = 2 sin(46), de 
E în 25 


1, 0< z< min(à, u) 
asemenea observăm că f(x) g(x) = . Utilizând rezultatul 


deci 


0, x> min(à, u) 
de la punctul b), avem 


a Lai sin (ut) a a= f f f(x)g(x) dz min(à, u) e 
0 


zis | Pes „snt J= 


Z min(), u). 


2 . .. . . . . . 
IV. a) f(x) = 1 oecosa az: -L <a < 1. Coeficienţii seriei Fourier trigonometrice 


a funcţiei f sunt daţi de: 


2 
an + ibn =f f(e Je”? da — FN acosT— a et”? dz = 


I=3acosgta 


2 
2 = 
a az —a n dz a J (22 — 2za + 12 d 
ze = Z: 
|z|=1 1 2a cos zitl | a2 12 2ri lz]=1 az? t z(a? H 1) a 
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Pentru n > 1, fie 
(22—2za+1)zn-1 


g(2) = az Iza) ? 


polii funcţiei g sunt zi = 1, z2 = a. Dara € (—1,1), deci z2 = a € Int(|z| = 1), 
z = 1 € Ext(]z| = 1); rezultă 


2_ 2 1 n—1l 
Rez (g,a) = lim d sf al js iz, 

z—a a(z =) 

şi deci ji „3t2) dz = 2ri - a". Rezultă an + ibn = a e mi. anl = a”, deci 
z|= 
an =a” şi bn = 0 pentru n > 1. 
Pentru n = 0 se observă că funcția 
= 2—2za+1 
h(a) = ase- Dea) 


are polii zi = 0, z2 = Ł si z3 = a (pol de ordinul 1), iar 1 € Ezt(]2| = 1); obținem 


22 —2za +1 1 
h aam li = 
Reze zba —az2 + z(a? +1)-—a a 
22 —2za +1 1 — a2 1 
Rez (h = Ji = ==, 
SA ( a) parel az(2 L) a(a2 1) a 


1 X 
rezultă ] h(2) dz = 2ri (-: + =) = 0 = ao + ibo = 0 => ao = 0. In final 
lz|=1 a a 


obţinem f(x) = 5 a” cos(nx). 
n>1 


1 
b) Aplicăm formula Parseval: + DCH +2) = — I f’ (x) dz, care se rescrie 
T 


n>1 =E 
E f* cosg — a i 
PD a ME (36) 
T Jor 1 — 2a cos x + a? 
n>1 
Dar pentru a € (—1,1) avem DC = (a) 1 = : 1= a deci 
>1 >0 La iu 


înlocuind în membrul stâng din (36) rezultă: 


a? a? f cosz — a r = i cosz — a E T 
= E pel = . 
l—a2 7 1 — 2acosz + a? -n (1 — 2acosz + a? 1 — a? 


—T 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2002-2003 


Faza interuniversitară profil mecanic 2002-2003 269 


I. 1) Impunem condiţia ca v(x, y) să fie armonică 


Ov i ot ; z Ov ; ot ; y- r? 
E no e a aa pi P atol (a ; 
92 zN2 1 92 y — 2 2x? 
za Eo") A=] A2 a E l a ) Ey (t) aa 
Or y y ôy y y 
unde t = a Atunci 
2 ,2)2 Di va 
+ 
Ano spo +y a E y ) i 
y y 
ci adi 
rad =0 
pt) _ 2 
st- y" +2 (H) =0 s = , 
6) + a) 0 = 
deci In (p'(t)) = —2In(t) + nCı > n(p'(5)) = In ($) > (tb) = a, şi deci 
p(t) = -92 + Ca. Dacă y(t) Æ + C2, C1,C2 e R, atunci v(x, y) nu este 
armonică, deci nu se poate construi f. Dacă y(t) = -9 + C2, atunci 
Ciy 7 ðv „ðv y- r? | 27y 
= = +0: > = — +i— = Ci: Hi- Cie i 
v(z,y) 12 +y? + Co f (2) d r 1 (£2 + y2)? 1 1 (£2 + y2)? 
Pentru y = 0, avem f'(x) = —S f(x) = & + C3; înlocuind z cu z, obţinem 


f(2) = & + Oa. 
e1/2 
b) Pentru a calcula integrala I = f uy” unde y: |z| =r,r>0,rÆ1 
y = 2 
(vezi Fig. 3); notăm f(z) = Ep. Se observă că f are două puncte singulare: 
z = 0 (punct esenţial) şi z = 1 (pol de ordin 2). Avem Rez (f,0) = c-ı din 
dezvoltarea, în serie Laurent a lui f în jurul lui 0. Observăm că funcţia f se rescrie 


; 
f(z) = aie: A = e!/7. (3) „ deci 


f(2) = (1+ E E E dee 2 e la (122 +32? + ne.) 
E z-1| 22.2 zren! 


pentru |z| < 1; atunci rezultă 


i 2 3 n eied al 1 : 
Ce T a = ua 8 d i titat tuat 


deci Rez (f,0) = e. Pe de altă parte, 


N 


2 e1/7 1 
Rezi eo (-2) ENE 
z—=1 (1 = z) z=1 fA 


Pentru raza cercului y, apare discuția: 
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a) dacă r < 1 = I = 2ri. Rez (f,0) = 2rie; 
b) dacă r > 1 = I = 2ri - ( Rez (f,0) + Rez (f,1)) = 0. 


II. Avem r € [0,1); f(0) = ao ET Ca să determinăm coeficienții an şi bn 


T 
ai seriei trigonometrice Fourier, calculăm an + ibn = Ł f (0) - e”? d0; obtinem 
EnA 


1 J” 1 — 72 1-72 fT ein 
n + ibn = . e"® d0 = dð. 
citi | TR i 27 | A 


Efectuăm schimbarea de variabilă ei? = z, (deci cos6 = E şi d = 42) şi rezultă, 


iz 


bib =] A dz | zi d 
a ? = aam . = -dZ 
Pon 2T J=11-—2r.: zt pr2 iz 2ri za 2 — r(27+1)+r°z 

Fie g(2) = PI Punctele singulare ale funcţiei g sunt za = r şi 22 = 1, dar 
cum r € [0,1), rezultă că z € Int (y), iar z2 E€ Ext (y); z1 este pol de ordinul unu, 
deci 


Rea 9,0) > Pa (6 fi) r(z-r(z-1) —r(r= ID) Lor 


. . . paes 2 aTe . 
Atunci an + ibn = 27i - Ir - Da = r”, de unde an = r” şi bn = 0. Pentru n = 0, 


rezultă ao = 1, de unde obţinem dezvoltarea în serie trigonometrică Fourier a funcţiei 


f, f(0)=1+ DI i - cos (nð). 
n=l 


A +00 è 
III. a) Folosim definiţia transformatei Fourier f(A) = I f(x) - eA?dz de unde 


— 00 


1 
CTH , avem 


rezultă f.(A) = | f(x): cos (Ax) da. Pentru f(x) = 
0 


0o -+oo 
FA) =] aa - cos(Az)da = TA (23 a - cos(Az)dz, 


unde s-a folosit paritatea integrandului. Notăm f(A) = I, şi construim integrala 


+00 
1 
definită improprie I> = 4 | TETE sin(Az)dz. Atunci 
E t 
: 1 j 1 i£ 
h+ib= J CETE .e^"dr. 


Fie y : yr U |-R, R]; R > 2 (vezi Fig. 3). Fie g(z) = TI „ed. Atunci, din 


teorema reziduurilor, obținem J g(2)dz = 2ri - Rez (g, 2i). Dar 
7 


] (oja = | az + L "mee eaa, (37) 


-R 
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Din lema lui Jordan, avem lim g(2)dz = 0, deci relaţia (37) conduce pentru 
tal —00 yR 
R — œ la egalitatea I g(x)dx = 2ri - Rez (g,2i). Dar z = 2i este pol de ordin 
doi, deci E 
iàz / iàz f; 
ao o y 2 e o y e (îAz —2A —2) -23 2A+l 
Rez (g,2i) = lim, [e 2) G2 (a | Pi (z + 2i)? i 32i ` 
Atunci 
© 1. a Pi 
h +ih =+. 2ri e”. = 
ile ai Ni At 32 322) 
de unde rezultă ÊA) =] = TOND, 
; P ES i z i _ 1 fT” zsin(Az) 
b) Obţinem ĝs(A) -f CET -sin(Az)dz 5 a? mpr 
+00 in(A +00 À 
Notăm J> = J. ar şi construim Jı = D de. Calculăm 
-+oo 
r T i£ 
h+ih= f| rr dz. 


Fie h(2) = TI -eîh2. Printr-o construcţie similară cu cea de la punctul a), obţinem 
Ji + iJa = 2mi- Rez (h,2i). Cum z = 2i este pol de ordinul doi pentru h(2), avem 
zeiAz ¢ 
z + 2i)? (z — 2i)? 


ein? (2i) — z — 2A2 + 2i) Xe2A 


Rez (h,2i) = lim [e 2i)”. 7 


z=2i 


= li = 
252i (z + 2i)3 8 
=, p 
Rezultă Jı +iJ2 = 2i: è% = Z}, de unde J2 = ZA şi deci ĝs(à) = i pă = Z 


IV. Aplicăm transformarea Laplace ecuaţiei integrale. Notând L[y] = £le(0](p), 


Te 
LEOLE) || e= (= w t) du] o) = £ eost] 
e Lly- £ [ets pO] = z e Lle- Llet] e= Aa 
ecl- p p Ele = aae Ecs 323 
“e= (p DE 1) -5 P 


Obţinem A E, B 5, C -2 Înlocuind A, B,C în descompunerea lui Lip] în 
fracţii simple, rezultă 
1 1 4 p 2 1 1 


= | c3 2t] | 4 2 ” 
Clel 5'p-2' 5 p41 5 p41 z lle ]- z Pleost] z Clint]. 


J 
le) 
le) 
ki. 
& 
= 
~ 
SA 
Il 
ole 


e2t + 2 cost — 2 sint. 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2003-2004 


Su 1 
I.I = J ZF aate. Cum f(x) == Esu este funcție pară, rezultă, 
0 


œ 1 ! : 


(vezi Fig. 3). Din teorema reziduurilor, avem Joa = 2ri - Rez (g,i). Dar 
3 


R 
| ata: = ] g(z)dz +] g(x)dz = 2ri- Rez (g,i). Pentru R — oo, deoarece 
a YR -R 


+00 
lim g(z)dz = 0 (lema lui Jordan), rezultă 1 g(x)dx = 2ri - Rez (g,i). Dar 


R—oo yR 


z = i este pol de ordin 2004 pentru g(2), deci 
ssoi 1 (2003) 
) $ (2 — ij oot g (z A z| 


1 im [20% (2002) 1 im ((2004)(—2005) (2001) 
20031 2i \ (2 + 1)2905 


—00 


al Ma ia T [e 


= 2003! zi | (z + 1)2006 
sei ete do „fiii (—1)2099% . 2004. 2005 - - - - - 4006 
2003! ==i (z + 1)4007 
(4006)! 1 (4006)! 1 


(20031)2 ` 24007 . ¿4007 — (2003!)2 ` 24007 . ¿` 


yri, , (4006)! 1 _ _ 7(4006)! 
Rezultă I = 3 2rmi (20031)2 ` 24007.; = 31007.(30031)2 ` 


II. Calcuăm Av, pentru funcţia v(x, y) = e” - siny — a: 
ðv v. i y- 2x ðv y r? +y -2y z y- a2 | 
mila siny - (22 pp E e cosy CETE e cosy + CETA 
2 2 22 _ _9(2 2. 3 n2 
DU e NE 2y( +y yY — 2ay- 2(x +y") 29 o iny A or y, 
da? (£? + y?)4 (z2 + y2)? 
2 2 22 02 2, 2 2, 2943 
A E 2y(x +y°)" — (y — 2°): 2(x* +y"): 2y _ doya BE M2 
Oy? (x? + pp2)4 (x2? + y2)’ 
Deci Av = 0 => v este armonică. Obţinem succesiv 
Ov Ov y- r? 2zy 
(2) = — +i = e” cosy +- tile” siny + |; 
f dy ðr Y (22 +y?) z (£2 + y2)? 
1 1 
y =0 > f'(£)= e — -> f(z)=e" + +0, CER; 
z£ g 
1 
xt >z => f(z) =e +-+0,CEeEcC. 
z 
Impunem condiţia f(1) = e > e +1 +C = e > C = —1; funcția olomorfă căutată 


1 
este f(z) =e7+5-1. 
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III.  Determinăm coeficienţii seriei trigonometrice Fourier pentru funcţia 


f(0) = T> ja] < 1; calculăm 


1 f* ; 1 7 asin 0 ; 
ibn L2 0). iðn 49 Z . ind 49. 
i N T DEL e S a e 
Schimbarea de variabilă ei? = z conduce la relaţiile sin 6 = z, cos0 = Z+, 


ein? = 2”; d0 = &; deci obtinem 


z2—1 2 n 
. 22 — 1 
an +ibn = 1 | Q` Jiz zn. dz z a J (z ) 2 Je 
| 


2 ` p 
T Jjiz=1 @ — 2a - zH $i iz 2m 


A O (22 —1jzn=1 
Fie g(z) = E era 


următoarele cazuri: 


Distingem, în funcție de valorile parametrului n € N, 


Cazul 1. Pentru n > 1 funcţia g are două puncte singulare zi = a; 22 = 1 care 
sunt poli de ordinul întâi, dar cum |a| < 1, rezultă I g(2)dz = 2ri - Rez (g,a). 
|z|=1 
Dar 
2 1)! a — 1) <a"! 
Rez (g,a) = lim (z — a) - G i = = ( ) m =at, 
z>a a(z—a)(z-—1) a(a-1) 
de unde an + ibn = —£-- 2ri- (—a"1) = i - a", şi deci an = 0; bn =a”, n > 1. 


z?—1 
z(—az?+za?+z—a) 


Cazul 2. n = 0 => g(2) = are trei puncte singulare: z = 0; 


z2 = q; z3 = Ż şi avem g(2)dz = 2ri( Rez (g,0) + Rez (g,a)). Calculăm cele 
lej=1 
două reziduuri 
f 22 —1 1 
Rez (9,0) ai —az2? + za? +z—-a a 
22 —1 a2-—1 1 
Rez (9,4) = li ; = E 
ez (g a) lim (z a) zí a) G a) (z 1 PE (a 1) a? 


de unde J g(z)dz = 0 = ao = 0. Dezvoltarea în serie trigonometrică Fourier este 
|z|=1 

deci f (0) = 5 a” - sin (n0). 

n>1 

IV. Vom folosi definițiile 
f(A) = | f(z) - cos(Az)dz, f(A) = J f(x) - sin(Ax)dz. 
0 0 
Notăm 1 = f(A) = f e7% . cos (At) dt, I2 = Î.(A) = f e“ . sin (At) dt. Atunci 
0 


(0) 


[ee] 


oo A oo . t(—a+ià) 1 1 
h + il = f e7% . tdt = f M qi = £ = ~= N 
0 o —a + ià |o —a+ià a—ià 
deci Ii + îl2 = 4, de unde rezultă Ii = z4 Si h = aa. 
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V. Notăm £ [|z] (p) = X(p) si £lyl(p) = Y (p). Aplicând transformarea Laplace 
sistemului, acesta devine: 


PX (p) — 2+ 2PX (p) + X (p) + PY (p) — p +2 + pY (p) - p = 
2pX(p) +2X(p) + PY (p) -p+2+2Y() -2= 5 
(p +1): X(p) + (P? + p)Y (p) = nl 
z p 
34 
2(p + 1) - X(p) + (P? + 2p)Y (p) =? p = 
2p? +1 
(p +1)X(p) + pY (p) = 
m plp +1) n (38) 
2(p + 1)X(p) + (p? + 2p) Y (p) = 2 = 


Reducem X (p) şi obtinem 


3 2 2 
5 p3+2 4+2 1 2 4+2 
p: Y(p)= Y(p)=>+ . 
(p) p? píp +1) (p) p pt p(p+1) 


Funcţia G(p) = A e, are polii p = 0 (pol de ordin 3) şi p = —1 (pol de ordinul 


1), şi avem 


Rez (G,—1)= lim 3 et = —6e™ 


2 uje m 
Rez (G, 0) = im 2 (2 a) =6—24+t, 
p>0 2! 


deci y(t) = 1+ că + 6e-t—6+24+12 = 4t +t? +2t—5+6e7*. Revenim la sistemul 
(38) si reducem Y (p); obţinem 


_ (2p9+1)(p+2) p?+2  2p9+4p?+p+2 p5+2 pt+3pî+p2—2 


PIX) = pri) p? pF T) pa pipi 
de unde rezultă 
en a ami a a di SE EI 1 2 
(pe 1)? pipe 1)? p (p+1? pla )e 


Funcţia G(p) = Pa are polii p = 0 (pol de ordinul trei) şi p = —1 (pol de ordinul 


pt i 
doi); calculăm Rez (G, 0) = lim (i) ; obţinem 


p—0 p+ 1 
on (tpt -epN (ePt(tprt=2)N 
did dci ( (p+ 1% i (pi > 
[te” (tp + t — 2) + e” - t] (p +1)? — e” - 3(tp +t — 2)(p + 1)? 
= um 
p—0 (p+ 1)6 


= (6 —2)+t—3(6— 2) = -4 +6; 
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= 2 lim 
p—-—l 


A ety 
analog, Rez (G,—1) = 2 lim, (3 ) 


In concluzie, obţinem soluţia 


tet- p? — e” -3p atO) — 3e™* 


pê 1 


r(t) = 1+ te™ — t? + 4t — 6+ 2e™ (t+ 3) = e (3t +6)— t? +4t-—5. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2004-2005 


I. a) Acelaşi subiect cu faza interunversitară, profil electric (19.05.2007); folosim 


u(z,y) = p(%); se obţine rezultatul f(z) 


b =] 22 - sin 1 dz, r € (0,2 
) |z—1|=r (2) ( ) 
cercul C((1,0),r) (vezi Fig. 7). 


—iCu ln z + C3, C3 E€ C. 


„r #1. Avem conturul |z — 1| = r, 


Figura 7. 


T 


Fie g(2) = 2° sin(3 


); atunci z = 0 este punct singular esențial pentru g şi avem 


Rez (g,0) = C_ı coeficientul lui + din dezvoltarea în serie Laurent a lui g în jurul lui 


z =0. Avem 7 


| (2) T T | 
sin = l 
z z 28.3! 


i . 3 5 
deci z? sin (Z) = rz — Z + 37 


cazuri în calculul integralei: 


T 
z5. 5! 


Da z2n+Hi . (2n + 1)! 


---, de unde rezultă c—1 = — 


(— 120 


n Distingem două 


i) r € (0,1)=1=0 (teorema fundamentală a lui Cauchy); 


ii) r € (1,2) > I = 2ri - Rez (9,0) = 2ri - 


IL f: (-r,r] >R, ft) = z; 
apoi vom obține seria Fourier trigonometrică. 


-rti 


E 


T? 


6 


-et. Vom dezvolta f în serie Fourier complexă, 


ü , ŢI | t(1+in) | 
1 elite) — rţitin) 1 n e eT 
Asha 1 + în TEA. ný 1+in - 
D" _ (D° -in) 
2(1 + în) 2(1 +n?) 
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5 2 U" a — tn 
Rezultă an = TEn? ŞI bn =a 
Fourier trigonometrică este: 


„iar co = = => ap = 1. Prin urmare, seria 


L1 (-1)” i aaa E 
f) = 3 2, | no - cos(nt) + Ipm sin(nt)] . 
Pentru t = 0, obţi 0)=3+y5 CU" dageraad 
SUDUL em , obținem f(0) = 3 1+mn2” SSI f(0) 2 2shr 2" 
n>1 
BES 


III. x” — 2x' + 5x = e cos2t, x(0) = x'(0) = 1. Aplicând transformarea Laplace 
ecuaţiei date, rezultă L|z”](p) — 2L[x'](p) + 5£lz](p) = Llet cos 2t] (p). Deci, notând 
X (p) = L[z](p), avem 

2 N _ (p z 1) 

pP“ X (p) — p- 1- 2(pX(p) — 1) + 5X (p) = L[cos 2t] (p — 1) p-p 
—1 p—1 p—1 
2 — 2p +5)X bic X(p) = , 
o (p° — 2p +5)X (p) —p 2-345 (p) P-mrs -FF 


deci X(p) = Llet cos 2t] (p) + Tre Notăm G(p) = a Ecuația 
E 2i, care sunt poli de ordinul 2. Obţinem: 


p? — 2p +5 = 0 are rădăcinile p12 = 1 4 


Rez (G,1+2i)= lim 


p—1+2i 


(p _ 1)ezt l: _ e(1-+25)tţ 
(p—1+252/ 8 


E (p = 1)e”t a e(1—26)t4 
Rez (G,1—2i) = lim (E = 


p—1-—2i —8i ’ 
deci (1+2i)t (1—2i)t 
e tey eN TAn 
z(t) = e cos 2t = 
(£) 8i 8i 
2it —2it 
t „(ei —e )1 
= e" cos2t + e't = 
2i 4 
eit sin(2t 
= et cos 2t + aian 


IV. Pentru a obține rezultatul corect folosim definiția transformatei prin sinus 


00 
2 f(a)sin(€a) da. In acest caz definiţia, transformării Fourier este 


AO) = T 
fE = VEJI f(a)e'$* de. Cum f(s) = ze-% este funcţie impară rezultă că 


funcţia f(x) sin(£z) este pară, deci 


JO = W2 [e tesine) de = 12 f7 none ae 


Pe de altă parte f(z)cos(£z) este funcţie impară, deci ] f(a)cos(Ez) da = 0. 
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Atunci i- f(E) = +f f(x)(cos(£x) + isin(£x)) dz, şi deci 


E a kegn 1 P e Niir gy 
FE) = i toe de = f ze e^” da = 


1 oa? far it Jy = 1 —a2/2 iga|* = atya it dy | = 
= fani f (e ) e T = o. e e SRR + e ite v| = 


a |. (Z itr) a — 
= e e” da = —— e (2 dz = 
E. V 2T J- 
2 

£ L = te fe > q 
e e 2 w= e £ = 

KR E V2T J-o 

—¿?/2 oo 
aie D V2 e” dy = e7", 


unde am efectuat substituţia x — if = vV2y. Deci transformarea Fourier prin sinus a 


z_ 


funcţiei f(x) = ze” 7 coincide cu funcţia. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil electric, 2005-2006 


I. a) Verificăm armonicitatea funcţiei v(x, y) = e *(xsiny — ycosy). Calculăm 
derivatele parţiale: 


ðv z ðv 


e 7 (siny — zsiny + ycosy), e “(zcosy — cosy + ysiny), 


da dy > 
2 2 
a = —e “(2siny — zsiny + y cosy), i = e" (2siny — zsiny + ycosy), 


de unde rezultă Av = 0, deci v este armonică. 


b) Determinăm funcţia olomorfă f(z) = u(x, y) + iv(x,y). Avem 
f'(2) = a +i = e(z cosy — cosy + ysiny) + ie “(sin y — zsiny + ycosy). 
Pentru y = 0, f'(x) = e~? (x — 1), deci 


f(a) = | e-a = -e= (a—1)+ | e “da = —e " (x—1)—e 7+0 = —ze “+0. 


Substituţia x — z conduce la f(z) = —ze77 + C, iar f(0) = 0 & C = 0, deci 
f(2) = —ze77. 
1 deea 1/2 
c) Avem T =f PG) gz =i f dz =] < dz. Numerele 
jaļ=r l-z |zl=r l-z |zl=r z(z m 1) 


complexe z € C = R? care satisfac conditia |z| = r au drept margini în planul complex 
punctele cercului C((0,0),r). Distingem trei situaţii (vezi Fig. 8): i) 0 < r < 1; ii) 
r= l; iï)r>1. 
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(CS 
D 


Figura 8. 


Fie g(2) = s Observăm că z = 0 şi z = 1 sunt singularităţi ale lui g, z = 0 
este punct singular esenţial şi z = 1 este pol de ordinul 1. Atunci 
e717 et 1 
Rez (g, 1) = lim E = =, 
z—l Z 1 e 


iar Rez (g,0) = ca este coeficentul lui + din dezvoltarea în serie Laurent a lui g în 
jurul lui z = 0. Folosind e-1/2 = 1 — A+ a — a tite a ts 
obținem 


mie I 1 1 1 
e 
= z + e.. + ( 1)” 3 EE 
z z 221| 23.2] zar. nl 
Pe de altă parte avem = = = > —l=z=z2> o: |z| <1. Rezultă 
1 1 | 1 | n 1 | 2 n 

„(e z2. 1| 23.21 mik 1) ` gnti. n! Zor 1 di Z B 2 c), 
deci c1 = —1 4 t b+ al. i, 


i) Dacă 0 < r < 1, atunci I = 2ri- Rez (9,0) = — °% . 


ii) Dacă r = 1, atunci I = 2mi: Rez (g,0) + mi: Rez (g,1) = -2# + i = ti, 
iii) Dacă r > 1, atunci I = 2ri( Rez (g,0) + Rez (g,1)) = 2ri(4 — 1) = 


II. Dezvoltarea în serie Fourier a funcției f este 


f(x) = P+ X (an -cosz + b, -sin z). 
n>l 


Se observă că f(x) = ch(az) este funcţie pară, deci coeficienţii seriei sunt bn = 0, 
2 T 
n > lian= z ch(ax) - cos(na)dz, n > 0. Integrând prin părţi, obtinem 
0 
= 2 | Leh(az)-sintnz)| — |! shlar): £-sin(nzde] = 
an => |z hlar aia) Mi az): =: sin(nz)dz| = 
2 a 7 = a? 
= — | sh(ax) - ~z  cos(nz)| — ch(az) -~ - cos(nx)dz| = 
T n 0 0 n 
2 [a n a f 
= E - sh(an) : (—1)” — a ch(ax) cord] i 


Obţinem astfel relaţia 


2 a a? 2a - sh(ar) : (—1)” 
se aah TE E aa ; 
z` Sh(ar) - (—1) pna (niz + că) 


, 
T n 
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(az) 


a 


T 
2 sh 
D oy lar). Atunci f are seria 
T a 


te 2 sh 
de asemenea, ap = 2f ch(az)da = 2.2 
0 T 


trigonometrică Fourier asociată 


f(z) = = - sh(ar) + 5 eei - sh(ar) - cos(nx) 


E Ze tea 1 y ; z 
Pentru determinarea sumei seriei S4 = > mLa? luăm x = m în dezvoltarea în 
n? +a 
n>1 
. : A v XR... 2a:sh(ar) 1 : 

serie Fourier a lui f. Rezultă ch(ar) = — : sh(an) + , deci 

Ta T n2 + a2 

n>l 


gi 2 ch(am) — +: sh(an) __ ra- ch(an) — sh(am) 
1 — 2a-sh(an) 2Q2 . sh(am) 


(2 azi vom folosi formula lui Parseval 


aĝ 2 p2 1 


n>l 


Pentru determinarea sumei seriei 92 = X 
n>1 


i P (£)dz. 


In cazul nostru, avem 


r2a2 T? (n? + a?)? T 


n>1 


Calculăm integrala din membrul drept. Folosind paritatea funcției ch, obţinem 
T T T ear + eat 2 
I ch?(axv)da = 2f ch? (ax)dz = 1 (5) dx = 
=g 0 0 


= i [e +2+ e 242) dg = 1 a 
2 Jo 2 | 2a 


+ 22 
1 2ar _ 1 —2ar _ 1 1 
= (£ -2n = ) = —sh(2an) + n, 
a 


2 2a 2a 2 
deci (39) se rescrie Beh lor). q 4a oh (am, D : not - sh(2ar) + 1, şi deci 
Tia, ui = (n? +a?) 2an ? 
g= Za sh(2ar) + 1 — 2eh e) _ —4sh? (ar) + 2n2a2 + ma - sh(2am) 
a 40? sh? (ar) 4at : sh? (ar) 


T 


Metoda 2. Determinăm suma seriei 5 Considerăm f : (=r, rt) > R, 


2 a” 
ne +a 
n>1 


f(a) = Jhar e“. Atunci coeficientul c—n din dezvoltarea funcţiei f în serie Fourier 
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complexă este 


1 dă T . 1 că | 
az ea —— etinde = —— z(a+in)q 2 
“r 27 |. 2sh(ar) e ui 4sh(ar) J s 


1 ez(a+in) i 1 er(a+iîn) SI e—n(a+in) 
“ 4sh(an) a+in _„ 4sh(am) l a+ în = 
îi 1 (—1)? e (e° — e°) _ (—1)” - sh(ra) 1 _ (~I a—în 
 4sh(an) a+ în ~ 2sh(7a) a+in 2 a +n?’ 
deci an = cl b = Cn: ao = 1. Aplicând formula Parseval, rezultă 
1, dt 1 rP 2ax 
2a2 ` 2, (a? +n?) r fi 4sh? (ar) e dire 
to; 1 z T | Ea ep _ T: sh(ar): chlar) __ m: ch(ar) 
2a? ` 4n? +a? 4sh?(an) 2a 2a - sh? (ar) 2a - sh(ar)` 
| z 1 T- ch(ar) 1 ra- ch(ar) — sh(an) 
Ob final == = 
ina aia 2 n? +a? 2a-sh(ar) 2a? 2a? - sh(ar) 
= 1 
TII. f f(t) - cos(wt)dt = ——, w > 0. Folosind inversa transformării 
(1 + 02)? 


Fourier şi paritatea funcţiei din membrul drept, rezultă, 


[e e) +00 
f(D = =, A - cos(wt)dw = z I : - cos(wt)dw. 


T 1 +w?) TJ œ (kw?) 
+00 1 
Pentru calculul ultimei integrale, notăm ñ = J ——— - cos(wt)dw şi 
-œ (1+%?)? 


-+oo 
1 
h = J. Troy sin(wt)dw. Se observă că Iı este partea reală a integralei 


+oo iwt 
L +il = J Tam Construim drumul y = yr U [-R, R] (vezi Fig. 3), 


-œ (1 +w?) 
unde a: z? +y? = R?, y >0, R> 1. Fie g(2) = ai. Deoarece y este drum 
închis, aplicând teorema reziduurilor, rezultă 
R 
| ata: = 2ri - Rez (9,i) e i g(z)dz +] g(x)dz = 2ri - Rez (9,i). 
T YR -R 
-+oo 
Trecând la limită R — oo, obţinem pim J g(z)dz +] g(a)dz = 2ri - Rez (g,i). 
-+oo 
Limita din membrul stâng este 0 (lema lui Jordan), deci g(x)dz = 2mi- Rez (g,i). 


—00 
Prin urmare I + il> = 2ri - Rez (g,i). Dar z = i este pol de ordinul 2, deci 
eitz(i+2) V 
(z — i)? (z + i)? 
ež (itz—t—2) _ e-tlot-t-2 e—t(t+1) 


pai II (Fi)? -8i 4i 


sii e7 it(z +i)? +e- z(z+i) 


a di PON 
Rez (g, i) = lim (z-i) pai (z +i) 


Faza interuniversitară profil mecanic 2005-2006 281 


; r i =t(t+1 A x ; 
Atunci avem Î + îl> = 2ri - £ Gt DE Z. ttl şi deci h = 5. tl, prin urmare 


fO=4 h=. 7. HE = H, 


7o o2 et 2et 


Observaţie. Dacă s-a folosit formula cu J2 în faţa integralei, atunci f(t) = 


1 
Jaz te 


IV. y” +4y = f(t), (0) = ay'(0) = a, f(t) = | Do + Aplicăm 


ecuaţiei date transformarea Laplace şi notăm £|y](p) = Y (p). Obţinem 


PY (p) — a + 4Y (p) = LIf(l(p). (40) 
3 —pt |3 
Dar £If(0l(p) = r 1 -etd = -É i = Le e-%P), deci din relaţia (40), 
2 
rezultă Y(p)(p? + 4) =a + tai — e-3p), deci 


a e-2P — e 
Y = + 41 
(p) PiS ad (41) 
eT ?P e- 3P t 


Se observă că pentru G(p) = 
ordinul 1, deci 


SOI € e”, p = 0; p = 2i; p = —2i sunt poli de 


| (e7?P — e-3p)ept 
Rez (G, 0) = lim =—————— =0 
ez (G, 0) im Fed 


e—2P —e-3P  e-4i_ e-ôi © eilt—3) _ e2ilt-2) 
Rez (G, 2i) = lim e”. = et = 
za) pi plp + 2i) —8 E 8 
Rez (G, —2i)= lim e”. Taim a =e t. e“ e" 2 AE inci au 
p>—2i p(p — 2i) —8 8 


şi deci Rez (G, 0)+ Rez (G, 2i)+ Rez (G, —2i) = <os(2i —6)-_cos(2t 4), Atunci, aplicând 
transformarea, Laplace inversă in relaţia (41), rezultă, 


y(t) = $ sin(2t) | <os(2 —6)-cos(2t 4) | 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2005-2006 


I. a) u(x,y) = p(x? — y?) unde f(0) = 0; f(î) = —1. Funcţia u trebuie să fie 
armonică, deci vom impune condiţia Au = 0. Notăm t(x, y) = x? — y? şi obţinem: 


ðu ; ðu F 

= = + —— = t). =) 
d > P ©) 2r, dy p' (t) : (—2y), 
3u 3u 


aa e 4r? + 2p', ZE = p" (t) - 4y? — 20, 


de unde rezultă 4(x2+72)p”(t) = 0, deci y” (t) = 0 => y(t) = Cıt+C2, unde Ci € R. 
Prin urmare u(x, y) = Cu(22—y2)+ Ca, iar f'(2) = ĝu -iŞ = 2Cuz +2iC2y. Pentru 
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y = 0 avem f'(x) = 201 > f(x) = Caz? + C3 unde C3 € R. Cu substituţia x — z 
rezultă f(z) = 0122 + C3. Punând condiţiile date, obţinem: 


(catia fn 
j = 


fli) =—1 >—C1 + Ca = Cı =0, 


deci f(z) = 22. 


.e2/2 z z P ; 
b) Funcţia g(z) = Be: = i z a are z = 1 pol de ordinul 1, deci 
Rez (g,1) = lim ze?” = e. 
z=1 
c) z = 0 este punct singular esențial pentru g, deci Rez (g,0) = c_1 este 
coeficientul lui 1 din dezvoltarea în serie Laurent a lui g în jurul lui 0. Avem 
pie 14 2 H SP H o H a H deci 
2 22 2” 
2/z — 
zei = z4 Ura ot 
1 1 
= = —1—z—z2 z" a 
z—1 l-z 
unde |z| < 1; rezultă 
2/z 2 22 on 
Ze _ 2 n 
[e atete l= z= z’n azn), 
deci eu = 5 2 a 2 = 3 e > Rez (9,0) = 3 — 2. 


a) f _ I) dz = mil Rez (9,0) + Rez (9) = Zrile? +3 — e?) = Gri 


II. f(c) = $55 pentru z € (—r, 7r). Calculăm 


2 
T , 1 T : | 1 z =1 d 
an kib = f(x)? = ] sın T e”? da == je 2iz E „za. 2 
a T J r 5+4cosz T za 5+4. ZI iz 
deci (2 zn 
1 zf — 1) 
H ibn = dz, n> 1. 42 
i lili a apeaaiee ulii AN 
2 n—1l 
Fie g(2) = ze unde s-au folosit relaţiile 
2 2 
, — +1 
e? =z, dz = —, sing = =——, cost = — 
2iz iz 


Rădăcinile polinomului 222 + 5z + 2 = 0 sunt: 
z = —4 € Int(]z] = 1), z2 = —2 € Ezt(|z| = 1). 


Considerăm doar z1 = —ż4, care este pol de ordinul 1, deci 


1 1\ (22—1)z"! Sl În e 
2 li = (1) = , 
Rez (4) = im, (2+3) rper OV aTa 
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Deci an + ibn = (1 


1 (7 sin A 1 
Dar ap = = |. TE ET dx = 0, deci f(x) = 5 (-3) cos(nx). 


n>1 


şi prin urmare an = 0, bn = (—3) 


III. a) Transformata Fourier a funcţiei este: 


+oo +00 +00 
FE) = | P= e~ (Ezin) da= | e (ién EEE) = 


—00 —00 —00 


+00 g 2 2 +00 2 2 
_ £a? (282 — Za? —y? — Ea? 
=e a ] ela 2) de = e7% ] e” -ady=ae € yr, 


—00 —00 


unde s-a făcut substitiuţia € — 5 =y: 
b) Considerăm definițiile iniţiale ale transformatelor Fourier prin cosinus şi respec- 


tiv prin sinus: 


hö | aea E Hi “ Ha) stnlec) da. 


Calculăm 
` A oo | o z(i-1) J% 
LOHI =f iedo | dan = 
(0) 0 i6—1l 0 
i t tpit 1 a 
E -1 2F1 ZF1 ZHI 


deci f.(£) = zm şi f.(€) = zi: Observaţie. Pentru definiţia transformatei Fourier 


cu coeficientul y2 in faţă, obtinem: f.(€) = Vea şi f.(€) = Vra 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil electric, 2006-2007 


I. a) Impunem condiţia ca u(z,y) să fie armonică. Prin calcul direct, notând 
t(z,y) = Y, obţinem: 
ðu y, ðu 1 


I p'(t) (za) a p(t) a 


Atunci Au = 2 + & = ọ"(t)- (2 +2) +24 - g'(t) = 0, iar Au = 0 & 
P" (t) - (t? +1) + 2t- p(t) = 0, deci 


2t 
PIO Se > h| (H| = —In(? +1)+lnC1, Cı > 0, 


C 
o) =a - 7 > ẹ(t) = C1 + arctg (t) + C2, C1 E R*, C2 ER, 


deci prelungind prin continuitate şi ţinând cont că y(t) = Co» este soluţie, rezultă 
u(z,y) = C1: arctg (2)+C2, C12 ER. Atunci f'(2) = $ -i% = -Y — ii, 
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deci pentru y = 0 obţinem f'(x) = —1&, deci f(x) = —iCı lng + C3, C13 € R. 
Efectuăm substituţia z — t si obtinem f(z) = —iCi -Inz + C3, C13 E€ C. 


+oo a 1 
b) 1 = I săi dr. Fie y = yr U |R, R] şi D domeniul mărginit de y, unde 
œo T T 


yr = {z € C||z| = R, Imz > 0}, unde R > 1 (vezi A 3). Fie g(2) = zZH, Atunci, 
tinând cont că {z € C|z24 +1 =0}ND = (+2 + i v2), avem 


| oa: = 2ri (n (+ se + c) + Rez -5 +22) ; (43) 


R 
Dar IEO = f g(z)dz +] g(x)dx . Trecând relaţia la limită pentru R — oo, 
Y YR =R 


şi ţinând cont de egalitatea (43) şi de faptul că pi A 0 (lema lui Jordan), 


(2)dz 
+oo 
rezultă, f g(x)dz = 2ri | Rez |g, ua i: + Rez e: a ae 


T 


Dar z1, z2 sunt poli de ordinul 1, şi avem 


2 2 
ze +1 zý+1 1 
Rez (9, 21) = lim (z — 2): =í = 
(g 1) dm 1) zi +1 429 2/2 
2 2 
ze + 1 z5+1 1 
Rez (9,22) = lim (z — 2): = 2 = i 
(9 2) iza | 2) z4 +1 423 2iV/2 
Prin urmare, I = 27ri - TAF = 2 = ny2 
II. Se observă că f(t) = T, este periodică cu perioada principală 2r. 
Considerăm restricția f : |-r, 7] — R, care se dezvoltă în serie Fourier 


ft) = î. + 5 an cos(nt) + bn sin(nt), t € |-r,r]. 


n=l 


sin t , a ; 30 an g 
Calculăm an + ibn = n ——  . e"tdt. Notând eit = z şi ținând cont că 
-n 5+3cost 


z2?— 
sin t = „cost = 


a 


pl I z ndz 1 | zi —1) 
n F 0n = «Z =- = z 
= T Jizj=1 5 + SED iz T Jazz 32? +1027 +3 


a N 
32z2+102+3 2 
zı = —3 € Int(|z| = 1) şi z2 = —3 ¢ Int(|z| = 1), prin urmare are loc egalitatea 


f g(z)dz = 2ri - Rez Q -3) ; 
|zj=1 3 


Se observă că integrandul, funcţia g(2) = n > 1 are două singularităţi, 
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n—1(„2_ n 
Dar z = —3 este pol de ordinul 1, deci Rez (9,—3) = lim a ae (3) a 


z=>-4 3(z + 3) 3 3 
Rezultă 
” 1 
J g(2)dz = 2ri (-5) = 
laj=i 3 
şi deci an + ibn = —ż4 . = (3) = dei tii | de unde obţinem coeficienţii seriei 
Fourier, 
2(—1)”+t 
bn = zai? an =0, n>1 
To g 2(—1)°+ 
a if sint d= 0 > f(t)= 5 T -sin(nt). 
T ]_„5+3cost n>1 
—— 
impară 


b) Pentru a găsi acea funcţie complexă ataşată funcţiei f pe care să o putem 


2 
etil 
cost = “3, 


z2—1 
2iz ? 


dezvolta in serie Laurent, folosind relaţia e!! = z şi relaţiile sin t = 
observăm că f se rescrie 

z2 —1 22 o1 z2—1 1 z742 

2iz  102+322+3 i 322+102+3 3i 22+ ®z4+1/ 


f2) = 
Descompunem funcţia din paranteză în fracții simple: 


Dr A , B A+B=F „J 4> 
z2 + 0241 z+4 z+3 3A +2 =2 B 


1 
şi deci f(z) = 4 (1 za: 233). Singura, coroană pe care putem dezvolta funcţia, 


f în serie Laurent este | < |z| < 3. Pentru |z| > 4 (deci || < 1), avem 


zo 1 d o1 S pr. AS pr 1 
z+% 3z+1 Balta) Se 22 or L 3+1. atu 
1 i 1 
. 3 — m= i zZ 
deci o Da gaza IAT pentru |z| < 3 (e || < 1), avem 
3 1 = z” 2" 
= == Ie = 1 =e 
z+3 4+1 dl 3n pa. ) 3r? 


şi deci pentru |z| € (3,3), obţinem 


fe) = [1 SO a 1 So 3 


n>1 n>1 
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(on 


anti “ 2sin(nt), 


Folosind egalitatea J;(z” — $) = sin(nt), rezultă f(t) = 5 
n>1 


Vze!zeC||z| (3,3). 


t 
III. x(t) = cost+ | (t—7)-e'Tz(r)dr. Aplicând transformarea Laplace, obținem 


Llz(0](p) = £lcost] T Llte! x x(t)|(p). Notăm L[e(t)|(p) = X (p) şi rezultă 


meo- = Po Xi, 


p t 
X(p) = -= + Llte'] p) X (p) zadi 


p +1 


2 
pP +1 


deci X(p)(1 g) = a SÍ prin urmare 


(p — 1)? E $Śp-2 1 1 4 p 2 1 


X = = 5 == . | a: P 
(p) p- 20271) p-2 P+ 5 p-2 5 p+l 5 pH! 


Aplicând transformarea Laplace inversă, rezultă x(t) = ge? + $ cost — 2 sint. 


IV. Utilizând inversa transformării Fourier prin cosinus avem 


2 f" dă = 
wE a POE E T ] cos(x + uz) + cos(x — uz) 3 
_1 sin(z+uz) | 1 sin(æ-— us) |" 1 sin(ur) 1 sin(ur) 
2 l+u p 2 l-—u o 2 l+u 2 l-u 
1 1 1 1 2 
z5 sin(ur) G el IRI -) = sin(ur) - — E z sin(ur). 


Observație. Dacă se utilizează definiția transformării Fourier cu y2 în fața integralei, 
iE T u 
atunci y(u = 2 z cosg- cos(uz)dr = 14| 3: — : sin(ur). 
a = 2] 3 (ură = 43: 7: sintur) 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza interuniversitară, anul II, profil mecanic, 2006-2007 


I. v(z,y) = arctg (1); f(1) = 0. Rezolvare identică celei de la faza locală 

(15.04.2006). 
e1/2 1/2 
II. 1 = ] —— dz, R>0,R #1. Funcţia g(2) = E are două puncte 
aja Z(1— 2) 
singulare: z = 0 (punct singular esențial) şi z = 1 (pol de ordinul 1). Atunci 
| e1/2 

Rez (g1) = im- DC 


din dezvoltarea în serie Laurent a lui g în jurul lui z = 0. Folosind egalităţile 


= —e, iar Rez (g,0) = cı = coeficientul lui 1 
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rezultă g(z) = (4 + gi +) (+z +2? +), deci c1 51+ tht ose 
Distingem două cazuri: 

a) 0< R< 1= I= 2ri. Rez (9,0) = 2rie; 

b) R> 1> I = 2ri( Rez (9,0) + Rez (g, 1)) = 2ri(e — e) = 0. 


II. y” — 2y +y 


=t, y(0) = 1; y(0) = 1. Aplicăm ecuaţiei date transformarea 
Laplace şi notăm £|y(t)](p) = 


(p)=Y(p N rezultă 
1 1 
PPop- i-ar 70) = a > (9 eE 
deci j i 
Y(p) = l 44 
H= a pP (p- 1) a 
Se observă că F(p) = < are polul p = 1 de ordinul 1, deci 
ert 
Rez (F,1) = lim (p — 1) =e, 
p—>1 p-l 
Funcţia G(p) = zgo” are polii p = 0 şi p = 1, ambii de ordinul 2. Atunci 
et V te”t + (p—1)} — e .2(p—-1) —t-2 
= li = =t+2 
Rer (0.0) (g Ta) =i pi I 
| eN’ tetp? —ePt?P det 2e i 
Rez (G, 1) = lim (3) = lim z 5 i = e(t — 2) 


deci aplicând egalității (44) transformarea Laplace inversă, rezultă 
y(t) = Rez (F,1) + Rez (G,0) + Rez (G, 1), 
deci y(t) = é +t +2 +e (t—2)= e(t- 1)+t+2. 


IV. f(x) = e-2/2. Aplicând funcţiei f transformarea Fourier, rezultă 


lia 2 i 2 1 2 
FE Neide = Vme. L = et, 


-zl Vân 


se rezolvă identic cu problema 3b) a fazei locale. Observaţie. Considerând altă 
constantă în fața integralei din definţia transformatei Fourier, rezultatul diferă. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profilele electric şi mecanic, 2007-2008 


I. a) Avem u(z,y) = ln(z? + y?) + e" cosy. Pentru a arăta că u este aplicaţie 
armonică, verificăm că are loc egalitatea Au = 0. Obţinem succesiv: 


Oi e + e“ cos ue PERNE pi e“ sin 
Oz 292 W oa 12 +y? du 
2 2 2 2 2 2 
— (x? — 
du 24 r) + e” cosy, ou Al =N) e” cosy, 


8x2 (x? +y?) Oy? (x? +y?) 
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. 2 2 = . . . . po 
deci Au = 24 + a = 0. In concluzie u este aplicație armonică. 


b) Funcţia căutată este de forma f(x,y) = u(x, y) +i- v(z,y). Notând z = x + iy 
şi folosind faptul că f este olomorfă, obţinem: 


fo ðu ðu 2g 2 cos 2y 2 și 
ZI = A = He =y l= — 8 IN . 
Or Oy r?+y á z? +y? i 


Pentru y = 0, obţinem f(x) = 2+e? deci f(x) = 2inz+e?+C. Efectuând substituţia 
x — z rezultă f(z) = 2lmnz+ e? +C. Din condiţia f(1) = e, obţinem e + C = e deci 
C = 0. Prin urmare funcţia olomorfă cerută este f(z) = 2Inz + e”. 


— 21 îi 
c) Obţinem T af iz) 27 d = = oh Se observă cà: 
|z-aj=n 22-i) |z-aj=n Z2(2+î) 
z = 0 este pol de ordin 2 iar z = —i este pol de gradul 1. Deoarece E — 0| = Ł, 
l- (| = VE, avem R € (0, +00)\ (3, E). Distingem trei cazuri: R < 4; 


I<R< %5, R> v Notând g(z) = ze obţinem 
i) Dacă R < Ł, conform teoremei fundamentale Cauchy, rezultă I = 0. 


ii) Dacă 1 < R < VS, atunci I = 2ri Rez (9,0). Obtinem 


1 š 3 
na zo €” a e Fii) | E e 
Rez (9,0) = lim (+ VI PETRI e: =) = lim rere 1— i= I = 2ri(l1 — i). 


iii) Dacă R > VE, atunci I = 2mi( Rez (9,0) + Rez (g, —i)). Avem 


Rez (g,0) = 1—i, Rez (g,—i) = lim (z+i) f gi = -—cosl+isin1. 
z=—i z?(z+i) —1 


Deci I = 2ri(1 — i — cos 1 + isin 1) = 2ri[1 — cos 1 + i(sin 1 — 1)]. 
27 : ing 
II. I = mo Pentru |z| = 1, putem scrie z = ei?, deci 
o (13-— 15cos z7x) 


2 2 
__ 21 : __ z—l E, 
cost = 33, sing = 53, dz = zidar. 


z?—1,n 2_ n 
Obţinem t= ziz e L =( > | ERE Catia „e z 
(13 — 15 cos x)? iz |zj=1 (522 — 262 + 5)? 


|z|=1 


2 n 
Fie g(2) = ae Rezultă că z1 = 5 şi z2 = ł sunt sigularităţi pentru g. Cum 
doar z2 = E se află în interiorul drumului, calculăm doar reziduul lui g în z2 = ł (pol 
de gradul 2). Avem 


Rez (s z) = lim ( ŞI 25 S z E 


_ 1 nz”t? — 5(n + 2271 + (2 — n)z” + 52 — -=n 
z=+5 25 (z — 5)3 24. 5n+1' 


nri 


Rezultă I = (—2)2ri zgn = g. 
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III. Aplicăm transformarea Laplace ecuaţiei diferenţiale şi obţinem 


p?’X (p) — 1- 2pX(p) + X(p) a X(p) p 


Fie G(p) = gpp”. Dar p = 1 este pol de gradul 3 pentru G, deci 


E 3 poe” É l 4/2 
Rez (G1) = lina (p— 1) GIF = 56 (t + 2t). 


Rezultă x(t) = tet (t? + 2t). 


1 
2 

IV. Varianta 1. i) Polinomul caracteristic det( A—AI3) = 0 are ca rădăcini valorile 
proprii A = 2; A2 = —2;A3 = —1. Aflăm vectorii proprii: 


—3 1 1 a 0 b=a 1 
e \ = 2> 1 —3 1 b = 0 c= 2a vı 1 |]; 
1 1 —1 c 0 aceR 2 
a c=0 1 
e\ = -2> b |= => >w=| -1 j; 
a b=-—a,a€ehR 0 
mois 


ii) Soluţia generală a sistemului diferenţial este 


RRO RR 
ROBOR RR 


2t e—2t —t 
y(t) =C | e” +C: | —e-2 |+C03| et „Cu, C2,C3 E R. 
2e”t 0 —e™* 
Cı + C2 + C3 = 0 Cı =0 
iii) Impunem condiţiile iniţiale; obtinem 4 Cı — C2 + C3 = 0 Q =ż 
20, -C3 =1 G=, 


Soluția sistemului este 


z(t) = 3 (e2* e!) ; 
y(t) = 4 (e™ — et) = x(t), (45) 
z(6) = E: (2% + e!) 
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1 as e ii ii 4 
Avem X(p) = pmpa = pata: pa iar 


r(t) = Rez (X(p)e'?, 1) + Rez (X(p)e!P, 2) = 
= lim (p +1) X(p)e” + lim (p +2) X(p)e” = 


3 E e e 
= lim —łe*? + lim +e”? = | 
p=l p>2 3 3 3 


şi deci z(t) = — jet + łe”. Analog se obţine y(t) = z(t), iar 


1 1 1 2 1 l t 2 2 
= = ze H . z(t 
pP-p-2 3 p+1 3 p-2 


Z(p) 


deci se obține aceeaşi soluţie (45). 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil electric, 2008-2009 


I. Identic cu subiectul 1) de la profil mecanic. 


II. a) Dacă f : D — C este olomorfă şi D este disc deschis în C, rezultă f analitică. 
Fie zo centrul discului D şi f(z) = 5 am(2 — zo)” dezvoltarea lui f in jurul lui zo. 
n=0 


| 00 (z — zor ; T 00 E Ps | 
Fie F(z) = Di a cum F'(2) = 2, an(z zo)” = f(z), rezultă că F este 
o primitivă a lui f. Fie F şi G două primitive a lui f pe discul D, deci F'(2) = f(z) 
şi G'(2) = f(2),vz € D => (F — G})' (z) = 0,Yz € D. Cum D este conex, avem 
F =G = constant. 


b) Fie y : [a,b] > D, g(a) = za şi (b) = z2 arc simplu orientat în D. Dacă F este o 
primitivă a lui f, atunci 


b 
f iod =i Pd | POO = 


= FO(D)| = FO) — Fa) = Fl) Fla). 
c) Avem 
za i(3+i) q e-i(3+i) 
a+ib =  —cosz aH cos (2 +1) +1= 2 l i +1 = 
o e a —e "(cos 3 +isin 5) +et(cos 3 —isin 2) | în. 
= ; Hi= H1= 


2 
= Kee) 41=1+ish1, de unde a = 1,b= sh 1. 
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III. Seria Fourier ataşată funcţiei f este determinată la profilul mecanic - punctul 


1 1 1 
2b), f(z) = 3 + 3 >59 T cos(ng),x € |[-r, r]. Cum 
n>1 


1 


cos(nz)| = Zna 


a 
-3.2071 


1 
= | cos(nz)| < 


f 1 IDE IER : l 
şi > gn este convergentă, din criteriul Weierstrass, rezultă că seria Fourier 
n>1 
este uniform şi absolut convergentă pe R. Obţinem 


dg 1 1 
cu dh 54c H „—i = 
Í 5 — 4cos z ri ( Rez (i) Sis (= im2)) 


= 2ri 1 1 =0 
4sin(iln2) ` 4sin(—iln 2) i 


Notă. Ecuația 5 — 4cos z = 0 este rezolvată la punctul 2a - profilul mecanic. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil mecanic, 2008-2009 


I. a) Rescriem ecuația sub formă de sistem diferenţial de ordinul întâi, 


I=y 
y =z 
z! + (2a — 1)z + (a° + 3)y + (a° + 3a)x = 1. 
z 0 1 0 
Notâind X = y şi A = 0 0 1 , studiem 
2 —(a2+3a) —(a2+3) -—(2a-— 1) 


stabilitatea, sistemului X’ = AX. Polinomul caracteristic al matricei A este 

Pa(A) = —A5 — X2(2a — 1) — A(a2 + 3) — (a? + 3a), 
iar ecuaţia caracteristică PA(A) = 0 & A3 + à? (2a — 1) + A(a? + 3) + a? + 3a = 0. 
Observăm că A = —a este soluție, iar A2,3 sunt soluţiile ecuaţiei 


àX? + (a—D)A+3+a=0. 
Condiția de stabilitate impune —a < 0,a — 1 > 0,3 +a > 0, de unde a > 1. 
b) Dacă a = 1, ecuaţia devine x” + z” + 4x’ + 4x = 1. Aplicăm transformarea 


1 
Laplace şi obţinem (p + 1)(p? + 4)£[z] = —, de unde 
Pp 


2) 1 A B Cp+D 


z| = + + : 
p(p+1)(p2+4) p p+l pP+4 


Aducem la, acelaşi numitor şi identificând coeficienţii numărătorilor, rezultă 


1 1 il 1 1 1 1 
A B D = = z 
T zC 20 5 x(t) Fi ze 20 cos(2t) 


1, 
T sin(2t). 
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II. a) Folosind formulele Euler, ecuaţia devine E: =] de unde rezultă 


, ; 5 , 1 
e7 pe” = 7 Notăm ei? = t şi obţinem 2t? —5t+2 = 0, cu soluţiile tı = 2 şi t2 = z 


i i 1 
Atunci e7 = 2 & iz = ln2 + i - 2kr,k e Z, si e7 = 3 ® iz =- ln2 +i- 2kr,k € Z, 


de unde mulţimea soluţiilor ecuaţiei este {+iln 2 + 2kr | k € Z}. 


b) Funcţia f este periodică, cu perioada principală 27, deci putem considera 
f:(—r,T)—> R. Atunci 


E 1 ; eit=z 1 g 
n + ibn e ` int dt = d ? 
iii ul A 5—4cost - da i(—222 + 5z — 2) E 


—T 


1 z” i z” À 
deci An + ibn = ni J 2722—57 ES să Fie g(2) = 3722—5742 Punctele sin- 


1 
gulare ale funcției g sunt z1 = 5 şi 22 = 2 (poli de ordinul I). Cum |z2| = 2 > 1, 


1 


rez 1 . 1 1 x i 
rezultă că ap + ibn 12% —— . 2ri - Rez (s, 5) Atunci an = 3. gn—1 ȘI 


32T 
x 1 1 
bn = 0,n > 0. Rezultă f(t) = Ei + 2 zani cos(nt), t E (=r, T). 
c) Folosim teorema reziduurilor pentru calculul integralei complexe. Funcția 


g(2) = E CACOS 

— 4cos z 
au fost determinate la punctul a), şi anume z = 2kr +iln2, k € Z (poli de ordinul I). 
Vom lua în calcul doar acele puncte singulare aflate în interiorul drumului |z — i| = 1, 
şi anume 2 = iln 2. Atunci 


: N i. E 5 
admite ca puncte singulare toate soluţiile ecuaţiei cos z = Fi care 


dz 1 1 Ti 2i 27 
E —— im?) =2mi- 2 ad 
e r il a (ai ii ) ia 4sin(îln2) 2 1-2 3 


III. a) ”=>” Dacă (a,b) este punct de echilibru, atunci y(t) = (a,b) este soluţie a 
sistemului, de unde 0 = f(a,b) şi 0 = g(a,b). ”<—” Dacă f(a,b) = 0 si g(a,b)=0> 
(a,b) soluţie a sistemului, de unde (a,b) este echilibru. 

b) Presupunem că există două orbite pa şi p2 cu Im pi = Im 2 care nu sunt 
disjuncte. Rezultă că există ti,t> astfel încât pi(ti) = pa(b). Fie T = tz — tı. 
Atunci y(t) = po(t + T) este o soluţie a sistemului şi cum p(t1) = p2(t2) = y1 (tı), 
din teorema fundamentală, rezultă p = pi. Pe de altă parte, p2(t+T) = pu (t) pentru 
orice t, deci cele două orbite pi şi p2 coincid. 


c) Sistemul este echivalent cu z/+z = 0. Polinomul caracteristic asociat r2+1 = 0 


are rădăcinile r = +i, deci soluţia, ecuaţiei este x = C1 cost + Cosint, Cip E R. Dar 
x = y, deci y = —Ci sint + C2 cost, C12 E€ R. 
z 
IV. a) Vom calcula I = J Gara Avem 
lzj=1 7 
z ao + a1Z + ... + anz” 1 1 1 
i = T Papp ha a a 2 hapi atan 2E, 
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de unde, din teorema reziduurilor, rezultă, 


Iy = 2ri - Rez (29.0) = 2ri - ak—ı.- 
Z 
Calculăm Jk = f(eit)e-*tdt; tolosnd substituţia ei? = z, rezultă 


„d 1 1 ik 
=f HORE -E 1 Nya -+ [k41 = = 2i - ak = ZTak. 
|z|=1 ý 4 


iz i Jia Z"+! = 
1 T | i 
b) Demonstrăm întâi că | f(x)dr = -i f fle) eat. Fie q : |z| =1, Imz > 0. 
zi o 
1 
Atunci, conform teoremei fundamentale Cauchy, avem J Paz | f(a)2dz = 0, 
y —1 


de unde 


1 it T , i T , i 
A f(x)dx = -f MOKATE -f f(eit)? . iettdt = -i f fle) - edt. 
—1 y 0 0 
1 n 
Demonstrăm că ] f(z} dz < 2r a. Observăm că 
0 


k=0 
1 1 T 
2d 2d EEN et Veit dt. 
| Hopan= | papar=-i | pepeha 


f | Hadr 


m "Pea < i ity 2 ett] dt = m ity 2t < it 2 dt. 
| pese | < | eedt | ireus ] |F) dt 


T 
-n 


Atunci 


< -: | peed şi obţinem 
0 


] Hear < 


Deoarece 


f(e)? T fle”) , Flet) = e me") 3 (© mert) = 5 akape ETP), 
k=0 p=0 


= k,p=0 


rezultă 


Dacă k = p, atunci J e#(k-P) dt = I ldt = 27. Dacă k Æ p, atunci 


—T —T 


T it(k— 
] pit(=0) de — iu 
-T i(k E p) 


ni(k-p) — e—ri(k-p) 2 

e e 

= - = -sin(7(k — p)) = 0. 
i(k — p) k—p (n( )) 


1 n 
În concluzie, J f(£)} dz < 2r ma, 
Q k=0 
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CONCURSUL DE MATEMATICĂ "TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profilele electric şi mecanic, 2009-2010 


I. a) Metoda 1. Înmulţim ecuaţia diferenţială cu t. Obţinem ecuaţia Bessel 
Pa” (t) + ta (6) + Pz() = 0, cu v = 0, a cărei soluţie este 


s) =C Jolt =oD Ga 


Impunând condiţia iniţială z(0) = 1, rezultă C = 1, de unde soluţia unică 
_ oo (= 42r 
S= 2 m2 


Metoda 2. Fie z(t) = 5 ant” soluţie a ecuaţiei diferențiale. Atunci 
n=0 


oO [e.e] 
= > annt”! şi z” (t) = 5 ann(n — 1)7?, 
n=2 


OO 
deci obţinem 5 ann(n — 1) + g5 nt”! DN ant” ™!. Identificând coeficienţii 


n=2 n=1 n=0 
m : 2/0 (—1)”ao 
seriilor, se obține a = 0, a2n+1 = 0, 2 Nn azn = —az2n—2, de unde azn = 5—5. 
22n (nl)2 
. ES A, A X [Le . 
Din condiţia inițială se obține ag = 1, de unde rezultă azn = Pnn Soluţia este 
n: 
S ne a” 
deci z(t) = 2 Taz (3) „a cărei rază de convergenţă este oo. 


b) Folosim transformarea Laplace. Atunci 


pLz] = 2£[] + Lg] + 2£[z] (p — 2)£[z] — Lly] — 2£[z] =0 

pLly] = —Lj|z] — 2£|2] e Laz] + £ly] + 2£[2] = 0 

pLi] —1 = [az] + Lly] + 2£[z] Liz] — Lly] + (p— 2)£lz] =0, 
de unde L[z] = —£lyl = map si Lle] = pa. Rezultă soluţia 


a = 2(e2t — e H, y= (e a, zei, 
II. Din relaţia u(x, y) + v(z, y) = p(%), notând Y = t(x, y) obţinem: 


ðu v ; —y du v PPR | 
“Z -y(t Sia 4 
Di ip ai o) EE ETO (46) 
u v man Y? wai u | uv pal 
Da to (za te (a op! e = p Oz 


Cum u şi v sunt funcţii armonice, impunem Au + Av = 0 > 


T 


1 y? 1 y 
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Împărţinând la 15, obţinem (t? + 1)p”(t) + 2tp'(t) = 0, de unde 
p(t) = C1 arctg (t) + C2, Cu E R. 


Înlocuind y în relaţiile (46) şi folosind relaţiile Cauchy-Riemann, obţinem: 


du ðu —y ðu ðu z 
t = Ci ; = 1 bă 
ðx 9y 12 +y? Oy Or 12 +y? 
du __ Cı _£-Y qi du __ Cu —r—y : 
de unde 3y a e A op = T E Atunci 
1 — ôu ‚ðu __ Cı x+y -Cı -y 
f (2) Oa 15y 2 g?+y? 135 x? +y? 
5 2 Cl Cl __C Al 
Pentru y = 0 avem f'(x) = = a —i pi = — (1 +1)2, de unde 


f(a) = (1+ i)ng + 03, C3 €R, 
deci f(z) = -$ (1 + i) ln(z) + C3, Ca € C. Impunând condițiile iniţiale, obţinem 
C3 = 0 şi Cu = 2i. Rezultă f(z) = (1 — i) ln(z). 
TII. Aplicăm transformarea Laplace ecuaţiei integrale; obtinem 


pLl|x] — 2£|z)£lcost] = £Lft]L[sin t], 


de unde £|z] = PET: Considerăm funcția G(p) = zi Pentru G, p = 0 este 


pol triplu, iar p = +1 sunt poli simpli. Atunci 


t2 + 2 
x = Rez (G,0) + Rez (G,1)+ Rez (G,—1) = ch t — 


IV. Funcţia f este periodică, deci este suficient să considerăm f : |-r,r] > R. 
Seria Fourier trigonometrică a lui f este 


= J > [an cos(nz) + bn sin(nz)]. 


n>l 
i f 1 f” cosx ma i ; ET 
Calculăm an + ibn = - e“ dx. Folosind schimbarea de variabilă 
T J r 5+4sing 
. 1 (z2 SE 1)? : zn—2 
e z, obţinem an +t ir J Doza z 
Cazul I. Dacă n > 2, atunci funcţia g(z) = eme admite două puncte singulare: 
z = şi 2 = —2i. Cum |22| = 2 > 1, rezultă că 
, ÎL. pa —i\ i 3 (=i? 
atib =—- 2i- R ; PE = 
a gr (o =) 2°16 i- 272 
(—1)m-2.3 E aaa VENI 
= e papa (cos? -isin 2) = 
—1)n—2.3 —2 — 2 
NI = Maia. T . (cos (n 3 i H isin d 3 z), 
de unde, pentru n > 2, avem 
(—1)m—2. 3 (n — 2) (—1) 2.3 . (n—2)r 
ün = InFS - COS 7 ; by = 273 sin 3 
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2 2 j 
Cazul II. Pentru n = 1, avem funcţia g(z) = gE iar 2 = 0, 2 = 3, 
z3 = —2i sunt poli simpli ai functiei g. Cum z3 nu este în interiorul drumului |z| = 1, 


rezultă că 
1 =i i[-—l 3 i -1 —i 
bn = —: 2i =, SA E a 
a +ib = 7> ri ( Rez (9,0) + Rez (s, +)) 3 z) pia T. 


de unde aı = 0 şi bı = H 


2 2 
Cazul III. Pentru n = 0 avem g(2) = ceri pentru care zı = 0 este pol dublu, 
iar z = 5, 23 = —2i sunt poli simpli. Atunci 


1 E 
ao +ibo = m 2ri (Rez (g,0) + Rez (o 2) 
_if-—5i Noi —i_ 1l 
LA 4] 22 £ 
de unde ao = L. Rezultă că seria Fourier trigonometrică cerută este 


f(a) = + (z) iz D [C “i K - COS Sai - cos(nx) 
(—1)%—2.3  (n-—2)x 


gara — Sin 3 . sin(na)| ' 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profilele electric şi mecanic, 2010-2011 


I. a) puneti condiţia ca u să fie armonică, deci Au = 0. Cum u nu a ana de 9, 
rezultă 3 = 0. Notăm t = tg (0). Deoarece 3% = p(t) -by si i = pag + e't) 
ia de unde condiţia de armonicitate se reduce la y” (t) + 2p'(t) - sin 8 cos0 = 0. 
Cum însă 2sin 0 cos 0 = sin 20 = Es = zf, rezultă 20 = — 2 şi integrând, 
rezultă p'(t) = a „C1 e R şi deci y(t) = Ci arctg (t) + C2, Co e R. Deci 

u(p,0) = C10 + C2, C1, C2 ER. 
Folosind sistemul Cauchy-Riemann în coordonate polare, rezultă imediat că 
v(p,0) = -Cı ln p + C3, Cu, C3 E R. 
Atunci f(z) = C10 + C2 + i(—C1 ln p + 03), z = pei? 

b) Cazul I. Dacă a Æ 0, atunci distingem următoarele cazuri: I.1) dacăr < a, avem 
I = 2ri.- Rez (f,0). Cum z = 0 este pol de ordinul întâi, rezultă Rez (f, 0) = el/a, 2 ; 
I.2) dacă r > a, atunci I = 2ri - (Rez (f,0) + Rez (f,a)). Dar z = a este punct 
singular esențial şi Rez (f,a) = c—1. Avem 
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şi deci 
1 z—a ag? 
f(2) = € H ( ) s) . 
a a a 
1 1 n 1 i 
(z-a)  1i(z—a)5 ` n(z-— at? i 
1 1 1 1 l i/a T 
de unde c_1 = F ( A + TaZ 13 +.. ) mita. e . Rezultă I = 0. 
1/2 
Cazul II. Dacă a = 0, atunci I = ] = zdz = 2mi- Rez (f,0). Dar z = 0 este 
lzj=r 2 


punct singular esenţial şi co = 0, de unde I = 0. 


t 
II. Avem J 4e^t=u) p (u)du = 4e% x p'(t). Aplicând transformarea Laplace şi 


0 
proprietățile acesteia, obținem 


1 5 p(p? — 4p + 4) 5 
2 
Lleplt da Dalbe) e E Liot) = —— 
PLN + 4: oct] = 23 A = za 
deci Lyt] = apasa. Fie Go) = pay e. Pentru G, p = 0 
şi p = +5i sunt poli de ordinul întâi, iar p = 2 este pol de ordinul doi. Atunci 


p(t) = Rez (G,0) + Rez (G,5i) + Rez (G, —5i) + Rez (G,2). 


III. Folosind inversa transformatei Fourier prin sinus, obţinem 


9. f* u . 1 f* usin(ut) 
p(t) = f (u? + a2)2 -sin(ut) du = = 5 (u2 m 
a N 


T 
N 


funcție pară 


(2,9) iut 
Fie J = a e E du = 2ri - Rez (f,ai). Cum u = ai este pol de ordinul doi, 


N 
fu) ; i À 
: | te“ mite“ te“ 
rezultă Avem Rez (f,ai) = a’ de unde J = > Îar p(t) = T 
IV. a) Calculăm 
1 T i 1 T 1 | 1 1 ertinz T 
Și á îi = înz Sua a stins a == : | 
ip tă T E 7 | Taz = “oa ash l+in|_a 
1 1 
m: 2sh rr ma ) J. 2 
1 1 1 (—1)"( — in) 
ziy ; (0-2 r= A 
m 2shr 1+in =a aS n(l +n?) ’ 
(D a n(-=1)"+ 
m = a a OR bn = "Fa r JAI > 
de unde a EE şi ZI + n n 


298 Rezolvări - anul II 


T 


1 
Calculà =— dr = ——— 
alculăm ao JEO SEEE 


1 
- 2sh r = — şi rezultă 
T 
n(—1)7+1 


m+n - cos(ng)|, x E(—r,T). 


f(z) = : +5 Rs - cos(nz) + 


n>l a +n?) 


b) Pentru obţinerea primei sume S1, luăm x = 0 în dezvoltarea în serie de la 
punctul a). Obţinem 


00) pa Li iii 


iei (1+ n2) 2sh7 7 


şi deci Si = i — 1. Pentru obţinerea celei de-a doua sume S2, folosim relaţia lui 
sh 7 
Parseval, 
ag 2 2 1 Me 
+ DDCA + b5) = = f(x)dx 

n>1 m 
A 1+ n? ï 
In cazul nostru, avem aĉ + b2 = bi = —, deci relaţia devine 

TLF) m 


1 1 E 
+5: I -ed 
ma” 27 e E 


de unde rezultă S2 = mch 7 — 4. 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza naţională, anul II, profilele electric şi mecanic, 2011-2012 


I. Integrala poate fi scrisă ca Jı + I2, unde 


L= m cos 2012x de, h= r sin 20127 i 
O O 


3+ 2cosz 3+ 2cosz 
27 ci-20127 | 
Calculăm J + il> = I ———— dr. Schimbând e” = z, obținem 
o 3+2coszr 


2012 
1 2012 2 _ 
ni | di d z (55) , 


jzj=a 2? +32 +1 “=s 2 
2012 
2m [3+ v5 i 
de unde Ii = — | ———— „iar Il» = 0. 
v5 2 


II. z = 0 este punct singular esențial şi Rez(f,0) este coeficientul lui + din 
dezvoltarea în serie Laurent a functiei în jurul lui 0. Cum însă 
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1 
2012 — x20132 
z sa (1) = PHS or 


n>0 


Ti 
20181 


rezultă co = Doar şi I = 


2 Ai 2t 
III. t) = = T% sin(wt)du=——; z> t > 0. 
a) f(t) f e“ sin(wt)dw dari > 


b) Cum f(t) = Js(w), rezultă că gw -f f(t) sin(wt)d 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil inginerie, 2012-2013 


I. a) Se verifcă faptul ca funcţia dată este armonică şi se obține f(z) = ze”? 
b) Notând Im g = t(x, y), condiţia A(Ref) = 0 implică 


GORO] 


Dar g este olomorfă, deci Im g este armonică. Prin urmare, avem p”(t) = 0, de unde 
p(t) =at +b. 


+ p'(DAt =0. 


3 


c) Înlocuind f în integrală, aceasta devine ] Das 
lz/=R Z 2(2 + 2i) 


de sub integrală. Aceasta are două puncte singulare: z = 0 punct esenţial şi z = —2i 
E 


dz. Notăm g(2) functia 


pol de ordinul 1. Obţinem Rez (g, —2i) = — 


pile 1 1/1 1 1 z z2 
= 2 $ ' Faad aa ala e 
z2 z+2i 2i\ 22 z351! 242! 2i (2i)? 


avem Rez (9,0) = z(=% + TEF TOF +...) (lt TOF ..) = ge. 
Ti 1 


Dacă R < 2, atunci I = 2ri Rez (9,0) = E i 


„iar cum 


Dacă R = 2, atunci I = 2ri Rez (9,0) + ni Rez (g, —2i) = Teh, 
Dacă R > 2, atunci I = 2ri( Rez (g,0) + Rez (g, —2i)) = 0. 


—t 
II. Aplicăm transformarea Laplace. Obţinem (p+ 1)£[z(6)] =1+£ Pate sa | de 


unde rezultă 


1 1 | et 


Ela) = "or aaa 


e | = Ljte™] + clte-te | A | 


t+1 


Atunci 


re t ST 
£ =tet tet — =t n (t zje ttt dr 
0 +1 


t 
1 
= te + + | (t — z) 7 „dz=e (t + Dln(t+ 1). 
0 
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III. a) Calculăm an + ibn = d i i dr. Cu schimbarea de variabilă, 
TJ n 5—4sing 


e” = z, obţinem 


gn 1 i 
n ibn = 1 dz = -21i R pa 
an +i 740 a2 45i}? z= m ez (7 5) 


Din  2(cos5 +isin 3)”  2(cos i +isin $) 


32 3 2n 3 2n i 
cos 27 2 sin 22 
de unde a, = 3. pT ao = 3? bn = 3. Ta şi rezultă seria Fourier trigonometrică 


1 dh y CO a + sin 2 , 
= COS NT Sn nr. 
3 = 3.9n-l 3.9n-l 

n 


b) Integrala cerută este a2n+ = 0. 


IV. a) Obţinem 


A o | o Pe l 
MACY) = J eT ltl gt ett dye = J gt eitte da + J retd. 
Ta ERA ð 


Notăm prima integrală cu JI şi cea de-a două cu Jọ. Integrând prin părți, obţinem 


k! (=1)F-k! 

= =h = k = . 

Ik = Ipa th de unde Tę (—1) CARL CIA Analog, avem 
k! 

În = Ti 

b) Avem (A) |. -e1 55 aÀ ag = E A tu 900) dat 

vem = = TI Bi m 
id a 2 CR 2 2K) B 
7 1 1 

Iculat 1 l ltă ĝ = 
calculat la punctul a), rezultă ĝ(A) D (e + DE): de unde 
PE INSINE [=] (a a 
3) De (aul aar) > (s) (2) | 1=4 © ipi 


CONCURSUL DE MATEMATICĂ ”TRAIAN LALESCU” 
Faza națională, anul II, profil inginerie, 2013-2014 


I. Soluţia propusă se obţine folosind transformarea Laplace. Cum 


Lltyl(p) = —C'ul(p), Lity'l(p) = —2pCly]p) — p"£'ly]p), Lich tp) = re T 


se obține ecuația diferențială 


(A = p)e'tol(e) - pele) = 3, 
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p2+C 
(pP? = 1)?’ 
C este o constantă reală arbitară. Funcţia G(p) = L[y](p)e”* are polii dubli p = 1. 
Reziduurile corespunzătoare sunt 


sau, echivalent, ((1 —p2)2£[y](p)) = 2p. Integrând, rezultă £[y](p) = unde 


1— C)e* + (1+ C)te 
4 Li 


—(1— C)e™ + (1 + Otet 


Rez(G,1) = ( Rez(G,—1) = 1 ; 


deci soluţia este kıtch t+ k>sht, unde kı = H£, iar ko = £. 


ao 


> + 5 am cos(nz) + bn sin(nx). Avem 


n=l 


| 1 A , ; 
ün + ibn = i e°? cos(sin x)e™”dz, n > 0. 
T 


—T 


II. Calculăm f(x) = 


Folosind schimbarea. de variabilă ei? = z, rezultă 


il z2 2— IN 2z” 1 
an + ibn = Fi e37 cos (= - ) 2 ia J (e7 + ež7)z” ldz. 
T Jjzj=1 2iz iz 2Ti Jizj=1 


1 
Pentru n = 0, obţinem ag = 2, iar pentru n > 1, an = K] şi bn = 0. 
n! 


1 
III. Se observă că z = =. Pentru n = 0, integrala de calculat este 2riRez(f,0). 
z 


i i ; ana AAN AS : 
Folosind dezvoltarea în serie Laurent a funcţiei sin — în jurul lui 0, integrala devine 
Z 


—4 
= Pentru n > 1, calculăm separat integralele 
a 


Pentru calculul lui J4, avem 2n poli de ordinul întâi situaţi în interiorul drumului, 
astfel că este de preferat calculul reziduului în punctul de la infinit. Obţinem Jı = 0. 
Analog se obţine şi I2 = 0. 


IV. Membrul stâng; este o transformată Fourier prin cosinus şi folosind formula 


1 
de inversiune obţinem f(x) = ape (ale +1). 
a 
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aditivitate, 175, 179 
antisimetrie, 188 
aplicaţie 
armonică, 276 
liniară, 110 
aplicaţie liniară, 20 
aproximare, 33, 90 
aria, 
interiorului unei elipse, 45 
triunghiului, 5, 10, 105, 124 
armonicitate, 221, 225, 226, 230, 235, 238, 
242, 244, 284 
automorfism, 192 
axa de simetrie a parabolei, 163, 164 
axiomele produsului scalar, 175 


bază, 3, 4, 9, 19, 31, 92, 93, 116, 168, 169, 
208 
diagonalizatoare, 97, 118, 192, 240 
jordanizatoare, 123, 151, 193 
ortogonală, 31, 97, 175 
ortonormată, 4, 6, 9, 27, 107, 108, 
116, 161 
otonormată, 18 
pozitiv orientată, 108 
bijectivitate, 41, 131, 192 
binomul lui Newton, 198 


celulă, Jordan, 151 
centrul 

cercului, 33, 180 

de greutate, 32 

de simetrie, 44, 98, 204 

discului, 278 

elipsei, 30, 44 

sferei, 36, 143, 180 
cerc, 33, 35, 180, 219, 238 
cilindru eliptic, 98, 102 
circumferință, 35, 184 


coliniaritate, 5, 105, 191, 197 
combinaţie liniaă, 116 
complexificata, unei transformări, 99 
condiţiile Cauchy, 242 
conică, 163, 164 
cu centru, 36 
fără centru, 163, 164 
continuitate, 1, 5, 7, 8, 19, 24, 28, 31, 33, 
35, 38, 40, 85, 86, 94, 103, 104, 
106, 110, 114, 149, 163, 172, 185, 
189 
convergenţa, 
unei serii, 10, 18, 19, 28, 32, 79 
unui şir, 150 
convergenţă, 2, 20, 40, 75, 114 
absolută, 8, 114, 129, 165 
simplă, 8, 13, 24 
uniformă, 7, 10, 11, 13, 15, 25, 28, 
34, 35, 37, 40, 110, 129, 133, 149, 
152, 164, 165, 178, 184, 194 
coordonate polare, 80, 284 
coordonatele unui vector, 31 
coplanaritate, 46, 208 
coroană, 77, 273 
criteriul 
Cauchy, 121, 149, 152 
cleştelui, 177, 199 
comparaţiei, 113, 189 
de comparaţie, 87, 150 
de necesitate, 86, 182 
Leibniz, 86, 94, 114, 152, 154, 189 
logaritmic, 182 
Raabe-Duhamel, 113, 196 
raportului, 182, 194 
Stolz-Cesăro, 196 
Sylvester, 143, 155 
cuadrică, 2, 4, 33, 98, 105 
fără, centru de simetrie, 98 
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cuadrică nedegenerată, 200 
curbură, 102 
curbă, 3, 91, 102 


dedublare, 179 
defect, 197 
derivabilitate, 10, 12, 13, 15, 17, 19, 30, 
85, 93, 104, 121, 127, 133, 137, 
144, 150, 151, 163, 185, 206 
Fréchet, 12, 13, 15, 17, 85, 93, 104, 
127, 133, 137, 144, 151, 163, 185, 
206 
derivabilitate Frâchet, 20 
derivate parţiale, 1, 6, 12, 25, 28, 31, 35, 
38, 181 
de ordin 2, 40 
determinant, 35 
Vandermonde, 118 
dezvoltare 
în serie Taylor, 2, 3, 5, 12, 39, 89, 
118, 187, 242 
în serie de puteri, 25 
diagonalizare, 1, 12, 31, 40, 123, 148, 151 
diferenţiabilitate, 12, 13, 15, 17, 19, 25, 
31, 32, 40, 85, 93, 104, 127, 133, 
137, 144, 151, 163, 181, 185, 206 
Frechet, 1, 3, 6, 20, 35, 85, 93, 104, 
106, 127, 133, 137, 144, 151, 163, 
172, 185, 206 
dimensiune, 11, 14, 38, 125, 131, 135, 136, 
192, 196 
direcţie normală, 208 
disc 
închis, 32 
deschis, 278 
discontinuitate, 33, 110, 178 
discriminant, 91, 248 
divizori, 9, 118 
domeniu 
închis, 12, 15, 32, 44 
conex, 278 
de convergenţă, 1, 7, 11, 19, 25, 40, 
86, 94, 112, 113, 121, 133, 189, 
194 
dreaptă, 40, 91, 109, 143 
parametrizată, 91 
drum 
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închis, 221, 268 
parametrizat, 91 
dublă incluziune, 131, 151, 167 


ecuaţia, 
carteziană a unei suprafeţe, 105 
redusă a unei cuadrice, 91 
ecuaţie 
Bessel, 282 
caracteristică, 190, 228, 236 
diferenţială, 64, 246 
diferenţială de tip Euler, 228, 246 
diferenţială liniară, 228, 237 
diferenţială omogenă, 64 
integrală, 59, 75, 77, 80, 81, 283 
integrală Fourier, 58 
omogenă, 249 
ecuaţie caracteristică, 148 
ecuaţii parametrice ale unei suprafeţe, 105 
elementele Frenet, 102 
elipsoid de rotaţie, 91 
elipsă, 36, 102, 215, 248 
endomorfism, 8, 131 
jordanizabil, 192 
extrem local, 21 


familie 
liniar dependentă, 3, 116 
liniar independentă, 93, 117, 134 
forma canonică Jordan, 123, 151, 192, 193 
formula, 
Euler, 242, 248 
lui Parseval, 73, 205, 220, 256, 267, 
286 
Taylor, 2, 3, 5, 12, 39, 89, 118, 187, 
242 
formulele 
Euler, 62, 63, 280 
Frenet, 102 
formă, 
biliniară, 43, 142, 200 
biliniară simetrică, 33 
liniară, 30 
pătratică, 26, 27, 30, 33, 95 
pozitiv definită, 26, 27 
fracţii simple, 232, 259, 273 
frontieră, 12, 15, 21, 59, 127, 137, 152, 
202 
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funcţia, 
B, 158, 173, 181 
T, 36, 158, 173, 181, 186, 190 
original, 58, 218, 219 
funcţie 
armonică, 60, 62, 63, 68, 76, 77, 209, 
211, 212, 221, 225, 229, 230, 235, 
247, 252, 282, 284 
complexă multiformă, 254 
concavă, 37 
continuă, 37, 43, 193 
de clasă CE, 10, 11, 29, 32, 44, 60, 79, 
82, 204 
diferenţiabilă, 80, 193 
impară, 120, 205, 264, 265, 273 
olomorfă, 56-63, 65, 68, 69, 74-78, 
80, 82, 209, 226, 276 
pară, 232, 243, 260, 264, 266, 285 
periodică, 7, 58, 110 


generatoare ale unui cilindru, 98 


hiperboloid cu o pânză, 34 
hiperbolă, 6, 203 


imagine, 1, 7, 11, 12, 27, 29, 35, 37, 38, 
40, 92, 131, 167, 176, 184, 188, 
200 

imaginea unei aplicaţii liniare, 20 
imaginea unei funcţii, 46 
independenţă liniară, 38, 189 
inducţie, 150, 168, 183 
inegalitatea 

Cauchy-Schwartz, 116, 117 

triunghiului, 116 
injectivitate, 106, 131, 160, 204 
integrală, 39 

convergentă, 38, 154 

cu parametru, 29, 39, 46, 190 

definită, 223, 258 

improprie, 123, 153, 258 
integrare 

prin părţi, 118, 120, 123, 195 

termen cu termen, 11 
interval 

conex, 129 

deschis, 204 
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intervalul de convergenţă, 1, 11, 25, 40, 
86, 94, 112, 113, 121, 133, 189, 
194 
invarianţi, 164 
inversa transformării Fourier, 268 
prin cosinus, 220, 274 
prin sinus, 225 
închidere topologică, 32 


jordanizare, 123, 151, 192, 193 


lagrangian, 142, 159, 202 
lema lui Jordan, 221, 259, 268, 272 
limite laterale, 133 
limită, 40, 113, 119, 120, 150, 163, 19, 
224, 254, 268, 272 
liniar 
dependenţă, 91 
independenţă, 45, 116, 234, 237 
liniaritate, 109, 115 
loc geometric, 36 
lungimea, arcului de curbă, 3, 91 


matrice 
antisimetrică, 16, 30, 184 
autoadjunctă, 99 
de schimbare a bazei, 12, 104, 151 
diagonalizabilă, 6, 10, 21, 105, 123, 
124 
diagonalizatoare, 118, 123, 163 
diagonală, 4, 7, 18, 97, 104 
inversabilă, 7, 25, 36, 111, 150 
jordanizatoare, 193 
modală, 97, 104 
nesingulară, 192 
nilpotentă, 123 
ortogonală, 4, 6, 108 
simetrică, 29, 96, 109 
matricea, 
exponențială, 218 
hessiană, 95, 104, 159 
unei transformări liniare, 26, 27, 29, 
31, 110, 168, 190 
unui endomorfism, 4, 12, 192 
metoda 
contracţiei, 89 
Gauss, 172 
valorilor proprii, 98, 160, 250 
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variaţiei constantelor, 240, 241, 249 
minorii Jacobi, 159, 161 
monotonie, 34, 142, 150 
multiplicitate, 123, 192 
algebrică, 192, 196 
geometrică, 109, 192, 196 
mulţime 
închisă, 12, 15, 32, 44, 115, 141 
de convergenţă, 1, 11, 25, 40, 86, 94, 
112, 113, 121, 133, 189, 194 
deschisă, 1, 32, 78, 204, 278 
mulţimea. de convergenţă 
a unei serii de funcţii, 38 
a unei serii de puteri, 10 
mărginire, 150, 183, 272 


natura unei serii, 34, 114, 150 
numerice, 31 

normare, 97, 161 

normă, 33 

nucleu, 1, 3, 7, 8, 11, 12, 27, 29, 35, 37, 
38, 40, 87, 92, 109, 115, 131, 160, 
167, 176, 184, 188 

nucleul unei aplicaţii liniare, 20 


omogenitate, 175, 179 
operator 
autoadjunct, 4, 99 
liniar, 4, 25, 200 
operatorul lui Laplace, 80 
ordinul unei celule Jordan, 151 
orientare pozitivă, 6, 108 
originalul transformatei Laplace, 222 
ortogonalitate, 34, 97, 141, 175, 188, 195 
ortogonalizare, 31, 97, 161, 175 


paraboloid eliptic, 50 
paraboloid hiperbolic, 105, 200 
parabolă, 163 
paralelipiped, 46, 208 
parametrizarea 

elipsei, 102 

unei drepte, 91 

unui drum, 91 

unui segment, 137, 224 
parte 

întreagă, 32, 110 

fracţionară, 7 
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patrulater inscriptibil, 184 
perimetrul unui triunghi, 10 
plan, 40, 91, 102, 109, 141, 191, 193 
tangent, 2, 107, 143 
plane, 39 
concurente, 191, 193 
ortogonale, 191 
poli, 215, 217, 218, 221, 223, 225-227, 
232, 233, 235, 239, 244, 248, 249, 
256, 258, 259, 269, 272, 274, 276, 
280, 283-285, 289 
polinoame relativ prime, 7, 111 
polinom 
caracteristic, 4, 7, 88, 96-98, 101, 105, 
111, 115, 151, 156, 161, 162, 192, 
217, 279, 280 
Taylor, 17, 18, 144 
polinom caracteristic, 148 
pozitiv 
definire, 4, 26, 27, 100, 155, 161 
semidefinire, 197 
pozitivitate, 175, 179 
prelungire prin continuitate, 271 
primitivă, 78, 278 
problema Cauchy, 61, 63-65, 68, 72, 74, 
80, 211 
procedeul Gram-Schmidt, 31, 97, 161, 175 
produs 
de convoluţie, 287 
mixt, 188 
scalar, 1, 12, 18, 27, 29-31, 33, 39, 
41, 97, 175, 179, 188 
vectorial, 105, 187, 188 
programare liniară, 142 
progresie aritmetică, 42, 198 
proiecţie, 40, 109, 110 
ortogonală, 6 
punct 
critic, 10, 11, 94-96, 104, 106, 114, 
158, 165, 166 
de discontinuitate, 110 
de echilibru, 79, 280 
de extrem, 6, 12, 28, 95, 96, 104, 159 
de extrem condiţionate, 26 
de extrem global, 10, 11, 45, 198 
de extrem local, 3, 10, 15, 19, 26, 42, 
44-46, 159, 202, 204, 205 
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de minim, 28 

singular, 217, 219, 223, 224, 235, 244, 
247-249, 258, 272, 276, 280, 283 

singular esenţial, 219, 222, 223, 226, 
231, 238, 244, 263, 266, 274, 285 

staționar, 3, 19, 28, 96 


quasipolinom, 217, 228, 241 


ramura principală a logaritmului, 248 
rang, 42, 45, 88, 115, 134, 193, 196, 197, 
200 
raza 
cercului, 33, 180, 258 
de convergenţă, 1, 9, 26, 35, 86, 94, 
112, 118, 157, 194, 282 
sferei, 36, 143, 180 
recurenţă, 9, 14, 41, 119, 120, 136, 150, 
187, 196 
regula, l'Hospital, 151 
relaţie de recurenţă, 9, 14, 119, 120, 136, 
150, 187, 196 
relaţiile 
Cauchy-Riemann, 283 
lui Viète, 101, 171 
reperul Frenet, 5, 102 
restul Lagrange, 118 
reziduuri, 59, 62, 63, 65, 69, 76, 214, 215, 
235, 249, 270, 276, 283, 289 
rotaţie de reper, 98, 105, 164 


schimbare de variabilă, 186, 210, 239, 283 
serie 
absolut convergentă, 129, 182 
convergentă, 8, 24, 110, 150, 172, 182, 
183 
de puteri, 1, 6, 10, 11, 25, 40, 119 
de puteri convergentă, 80 
divergentă, 8, 34, 120, 182 
Fourier, 57, 58, 73-76, 79, 81, 92, 
219, 256, 258, 266, 272, 273, 279 
Fourier complexă, 263 
Fourier de sinusuri, 75 
Fourier trigonometrică, 77, 80, 205, 
214, 283 
Laurent, 56, 57, 65, 77, 219, 235, 244, 
252, 257, 263, 266, 273, 274 
Maclaurin, 121 
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numerică, 81, 120 
Taylor, 2, 3, 5, 12, 39, 89, 118, 187, 
242 
uniform convergentă, 13, 110, 129, 
133, 152, 165, 178, 184, 194 
sferă, 33, 36, 143, 180, 186 
signatură, 172 
simbolul lui Kronecker, 179 
simetrie, 175, 179 
sistem 
caracteristic, 97, 99, 101, 234, 237 
Cauchy-Riemann, 80, 284 
de coordonate, 164 
de ecuaţii diferenţiale, 62, 68 
diferenţial, 58, 59, 64, 245, 277, 279 
diferenţial omogen, 229 
liniar, 218, 228, 241 
sistem diferenţial, 69 
spaţiu vectorial, 20 
stabilitate, 56, 279 
subspaţii suplementare, 160 
subspaţiu 
ortogonal, 27 
propriu, 8, 25, 38, 93, 99, 101, 118, 
150, 176, 245 
vectorial, 3, 19, 29, 30, 36, 115 
suma 
a două subspaţii vectoriale, 169 
seriei, 6, 7, 9, 19, 25, 26, 35, 120, 154 
unei serii, 20 
sumă directă, 20, 131 
suprafaţă, 6, 43, 44, 105, 200 
surjectivitate, 131 


şir 
Cauchy, 119 
de funcţii, 7, 37, 40, 110 
definit recurent, 9, 14, 41, 119, 120, 
150 
uniform convergent, 7, 34, 37, 164 
şirul 


lui Rolle, 88 
sumelor parţiale, 119 


tangenţă, 36 

teorema, 
Cayley-Hamilton, 1, 88, 105, 186 
dimensiunii, 125, 131, 135, 136 
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funcţiilor implicite, 2, 17, 19, 20, 28, 
89, 166 
fundamentală Cauchy, 210, 230, 232, 
236, 243, 263, 276, 281 
Grassmann, 169 
lui Fermat, 124 
lui Pitagora, 180 
lui Ptolemeu, 184 
rangului, 200 
reziduurilor, 57, 58, 60-62, 64, 65, 72, 
77, 210, 221, 226, 243, 245, 247, 
248, 268, 280, 281 
semireziduurilor, 243 
tetraedru, 6, 107 
torsiune, 102 
transformare 
conformă, 188 
liniară, 4, 7, 11, 26, 27, 29, 31, 35-39, 
92, 109, 188 
transformarea 
Fourier, 227, 274, 275, 285 
prin sinus, 225, 265 
Laplace, 56-60, 74, 75, 77-79, 81, 82, 
210, 213, 218, 220, 222, 225, 227, 
232-234, 240, 245, 249, 250, 253, 
259, 202, 264, 269, 274, 275, 277, 
279, 282, 283, 285, 287, 288 
Laplace inversă, 227, 233, 269, 274, 
275 
transformata, 
Fourier, 60, 76, 77, 82, 271 
prin cosinus, 72, 74, 76, 255, 271 
prin sinus, 74-76, 225, 271 
Laplace, 75, 77, 211, 218, 222, 253, 
287 
translație de reper, 91, 98, 105, 164 
triedrul Frenet, 5, 102 


unghi, 3, 31, 37, 38, 188 
urma unei matrice pătratice, 10, 32 


valori proprii, 1, 3, 4, 7-10, 12, 19, 21, 
25-27, 30, 38, 40, 92, 96, 97, 99, 
109, 111, 115, 118, 123, 148, 150, 
156, 160, 161, 176, 189, 190, 208, 
228, 234, 236, 245, 250 
vectori 
liberi, 46, 132, 208 
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principali, 123, 193 
proprii, 3, 4, 6, 8, 18, 25, 26, 38, 40, 
92, 97, 99, 105, 107, 108, 111, 
115, 123, 150, 162, 193, 208, 228, 
234, 245, 277 
versor, 102, 117, 141, 188 
viteza unui drum parametrizat, 91 
volumul 
unui paralelipiped, 46, 208 
unui tetraedru, 6, 107 
vârful unei parabole, 164 


